Rozdzial 2

Zbiory wypukte i stozki

2.1. Podzbiory liniowe przestrzeni R"

1 2 0
2.1. Sprawdzi¢, czy punktya= | -1 |, b= [1]|,c= | 1| leza na jednej
3 0 3

proste;j.

2.2. Wyznaczyé réwnanie parametryczne prostej w R3 lezacej na plaszczy-
znach o rownaniach 2z + 20 — x3 =2, x1 + 329 + 3 = 1.

2.3. Zbadaé wzajemne polozenie prostej przechodzacej przez punkty a, b € R?
i plaszczyzny 3x1 + o — 3 = 3, jedli:

1 2 2 2
a)a=|0|,b= 11; c¢ca=|1]|,b=]|—-1];
I 2 | I —1 1 -1
K [ 2
b)a=|5|,b=|1
2 4
2.4. Punkt ¢ nalezy do odcinka [a, b] o dtugosci 15. Wyznaczy¢ wspolrzedne
—1
punktu b, jesli a = 2|,c= 1
1 —1

2.5. Wykazaé, ze punkt ¢ nalezy do odcinka [a, b] wtedy i tylko wtedy, gdy
spelniony jest warunek |[b —al| = ||b —c|| + ||c — a||.

2.6. Wykazaé, ze jesli x,y € H (a,b), to prosta przechodzaca przez punkty
X, y jest zawarta w H(a,b).

2.7. Wykazaé, ze zbior () # X C R"™ jest rozmaitoScig liniowa wtedy i tylko
wtedy, gdy ax + By € X dla dowolnych x,y € X i o, 8 € R takich, ze a4+ = 1.

2.8. Wykazaé, ze jeSli X C R"™ jest rozmaitoscig liniowa, f : R” — R™ jest
przeksztalceniem liniowym, to f(X) jest rozmaitoscia liniowa.
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2.9. Wektor x nazywamy ortogonalnym do rozmaitosci liniowej
X=x04+V

wtedy i tylko wtedy, gdy x jest ortogonalny do podprzestrzeni liniowej V. Spraw-
dzié¢, czy wektor x = [—2 1 -1 0} jest ortogonalny do rozmaitosci liniowej
X={xeR': 22 — a9+ a3 =T}

2.2. Zbiory wypukte

2.10. Udowodni¢, ze suma wektorowa M7 4+ Ms+ ... + M}, zbioréw wypuktych
jest zbiorem wypuklym.

2.11. Wykazaé, ze jesli zbior M C R" jest wypukly, f : R® — R™ jest
przeksztalceniem liniowym, to zbidr f(M) jest wypukly.

2.12. Czy, jedli f: R™ — R™, gdzie n # m, jest przeksztalceniem liniowym,
a M C R™ jest zbiorem wypuklym, to f~'(M) C R" jest zbiorem wypuklym?
Odpowiedz uzasadnié.

2.13. Wykazaé, ze zbiér A = {x € R? : |x1| + |z2| < 1} jest wypukly. Podaé
jego ilustracje graficzna.

2.14. Poda¢ ilustracje graficzna zbioru A = {x € R? : 2% + 23 < 221 < 2}.
Czy jest to zbior wypukly? OdpowiedZ uzasadnicé.
0 2 1 . .
RE b = O] ,C = [5] Poda¢ ilustracje gra-
ficzna zbioru conv{a, b, c}. Sprawdzié, czy x € conv{a, b, c}, jesli:

1 37
a) x = [ﬂ, b) x = [;1, c) X = [% :
2

2.2.1. Twierdzenia o rozdzielaniu, punkty ekstremalne

2.15. Dane sg punkty a =

2.16. Niech xg € bdM, gdzie M C R™ jest domknietym zbiorem wypuklym:;
H(a,b) jest hiperplaszczyzna taka, ze (a|x) < (a|xg) = b dla kazdego x € M.
Wykazaé, ze:

a) M N H(a,b) jest niepustym zbiorem wypuklym;
b) jesli X jest punktem ekstremalnym zbioru M N H(a,b), to X jest punktem
ekstremalnym zbioru M.



2.3. Funkcje wypuktle ol

2.17. Wyznaczy¢ hiperplaszczyzne podpierajaca zbiér
M:{XERQZLI?Q}[E?}
w punkcie xg = [—1 1]7.
2.18. Wyznaczy¢ hiperplaszczyzne podpierajaca zbiér
{XERBZCE%—F%%—FH?% <4}
T
w punkcie xg = {1 -1 \/ﬂ .
2.19. Wyznaczy¢ hiperplaszczyzne rozdzielajaca zbiory
K(0,1)={xeR": |x]| <1}

oraz
A={xeR": (e1]x) > 1}.

2.20. Sprawdzié, czy hiperplaszczyzna H (e + e, 1) rozdziela zbiory A i B,
jesli
A={xeR": (e1]x) > 1}, B={xcR":(e] —es|x) < 1}.

2.21. Wyznaczy¢ zbiér convA i jego punkty ekstremalne, jesli

Az{xéRQ:$1($1—1):0A332(332—1):O}-

2.3. Funkcje wypukte
2.22. Udowodni¢, ze jesli f : R — R™ jest przeksztalceniem liniowym,
g : R™ — R jest funkcja wypukla, to g o f jest funkcja wypukla.

2.23. Niech f1, fa,..., ft : M — R beda funkcjami wypuklymi. Wykazac, ze
wypuktle sa funkcje:

a) f(x) =max{f1(x), f2(x),.... fi (x)};
k
b) g(x) = Y aifi(x), gdzie a; > 0 dlai=1,2,..., k.
i=1
2.24. Udowodnié¢, ze jesli funkcja f : M — R jest wypukta, to dla kazdego

a € R zbiér M, = {x € R": f(x) < a} jest wypukly. Czy prawdziwe jest twier-
dzenie odwrotne?

2.25. Wykazaé, ze funkcja f: R™ — R, f(x) = (x|x) jest wypukla.
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2.26. Udowodnié, ze rozniczkowalna funkcja f : M — R jest wypukla wtedy
i tylko wtedy, gdy

f(x) = f (x0) > f' (x0) (x — x0)
dla dowolnych x, xg € M.

2.27. Udowodnié, ze jesli rézniczkowalna funkcja f : M — R jest wypukia,
to dla kazdego xo € M hiperplaszczyzna styczna do wykresu funkcji w punkcie

X0 . . . . .y . . X0
est hiperplaszczyzna podpierajaca zbiér Epif w punkcie .
lf(x())].] perp yzna podpierajaca pif wp lf(x())l

2.28. Niech f : R" — R, f(x) = (x]x), xo = €1 + €2 + ... + e,. Wyznaczy¢

rownanie hiperptaszczyzny podpierajacej zbiér Epif w punkcie [ f?;() )] .
0

2.29. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb x1,x2,...,x; € R spelniona jest
nieréwnosé

k SRR
> ajry | < ) ajag,
J=1 J=1

k
gdzie a; > 0 dla j =1,2,.. Z

2.30. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb 1, z9, ...,z € (0,400) spelniona
jest nieréwnosé

k 1
§ oz]xj J—

2)

k

b) log, <Z O‘J%) Z jlogy (z5)

k
gdzie a; > 0 dla j =1,2,.. E =

2.31. Sprawdzié¢, czy podane zbiory sa wypukte:

a) {x eR? 11y > ™},

b) {x € R?:z3 > 2} + 23},
¢) {x e R3:2% > 2} + 23},
)

d {XER3:x3 > \/x%—i-:c%},

e) {XGR"H Tpg1 > \/:U1+:n2+ —|—:c2}




