
Rozdziaª 1

Widmo operatora

1.1. C˚-algebra operatorów na przestrzeni Hilberta

Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta. Przestrze« Banacha BpHq jest
algebr¡ nad C z mno»eniem zde�niowanym jako skªadanie operatorów. Al-
gebra ta ma jedynk¦ (element neutralny mno»enia) � jest ni¡ operator iden-
tyczno±ciowy 1 : HÑ H. Operacja brania operatora sprz¦»onego

BpHq Q x ÞÝÑ x˚ P BpHq
jest antyliniow¡, antymultyplikatywn¡ inwolucj¡ (dla ka»dego x P BpHq
mamy x˚˚ “ x). Ponadto norma operatorowa jest zgodna ze struktur¡
algebry w tym sensie, »e

}xy} ď }x}}y}, x, y P BpHq.
W szczególno±ci BpHq jest algebr¡ Banacha.
Stwierdzenie 1.1. Dla x P BpHq mamy

(1) }x} “ }x˚},
(2) }x˚x} “ }x}2.

Dowód. Obie równo±ci s¡ oczywiste, gdy x “ 0. Przyjmijmy wi¦c, »e mamy
}x} ą 0. Wówczas oczywi±cie

}x˚x} ď }x˚}}x}.

Dalej obliczamy

}x˚x} “ sup
}ξ}“1

}x˚xξ} “ sup
}ξ}“1

sup
}η}“1

ˇ

ˇxη x˚xξy
ˇ

ˇ

ě sup
}ξ}“1

ˇ

ˇxξ x˚xξy
ˇ

ˇ “ sup
}ξ}“1

}xξ}2 “ }x}2.

Zatem
}x}2 ď }x˚x} ď }x˚}}x}. (1.1)

Skracaj¡c }x} po obu stronach otrzymujemy

}x} ď }x˚},

co na mocy symetrii pokazuje, »e }x˚} “ }x}, a podstawiaj¡c ten wynik do
(1.1), otrzymujemy }x˚x} “ }x}2. �
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Uwaga 1.2. Zauwa»my, »e dowód stwierdzenia 1.1 mo»na rozszerzy¢ rów-
nie» na przypadek, gdy x jest operatorem pomi¦dzy ró»nymi przestrzeniami
Hilberta. Tak wi¦c je±li H i K s¡ przestrzeniami Hilberta, to dla ka»dego
x P BpH,Kq mamy }x˚x} “ }x}2.

Stwierdzenie 1.1(1) mówi, »e inwolucja x ÞÑ x˚ na BpHq jest izometri¡.
Algebr¦ Banacha wraz z izometryczn¡ antyliniow¡ i antymultyplikatywn¡ in-
wolucj¡ nazywamy ˚-algebr¡ Banacha, natomiast ˚-algebr¦ Banacha, w któ-
rej speªniony jest warunek (2) ze stwierdzenia 1.1 nazywamy C˚-algebr¡.
Tak wi¦c BpHq jest C˚-algebr¡.

Co wi¦cej, ka»da normowo domkni¦ta ˚-podalgebra2 A Ă BpHq tak»e
jest C˚-algebr¡. Dla dowolnego podzbioru S Ă BpHq istnieje najmniejsza
C˚-algebra A Ă BpHq zawieraj¡ca S. Nazywamy j¡ C˚-algebr¡ generowan¡
przez S i oznaczamy symbolem C˚pSq. Nietrudno wykaza¢, »e C˚pSq jest
domkni¦ciem zbioru kombinacji liniowych dowolnych iloczynów elementów
zbioru S i S˚ “ ts˚ s P Su. Dla x P BpHq b¦dziemy pisa¢ C˚pxq oraz
C˚px,1q zamiast C˚ptxuq i C˚ptx,1uq.

Przykªadem C˚-algebry jest tak»e przestrze« CpXq dla zwartej przes-
trzeni X z norm¡ jednostajn¡ } ¨ }8, punktowym dodawaniem i mno»eniem
oraz inwolucj¡ f ÞÑ f . Pozornie innym przykªadem jest przestrze« CbpY q
ograniczonych funkcji ci¡gªych na lokalnie zwartej przestrzeni Y z norm¡
} ¨ }8 i punktowymi dziaªaniami. Jest to przykªad tylko pozornie odmienny,
gdy» w istocie CbpY q jest naturalnie izomor�czna z CpβY q, gdzie βY jest
uzwarceniem �echa�Stone'a przestrzeni Y .3

1.2. Widmo i promie« spektralny

Niech x P BpHq. Przypomnijmy, »e x jest odwracalny , je±li istnieje ope-
rator y P BpHq taki, »e xy “ yx “ 1. Zbiorem rezolwentowym x nazywamy

ρpxq “
 

λ P C operator λ1´ x jest odwracalny
(

,

a jego dopeªnienie σpxq “ C Kρpxq nazywamy widmem lub spektrum opera-
tora x.

Wiadomo, »e zbiór operatorów odwracalnych jest otwarty, a ρpxq jest
przeciwobrazem tego zbioru przy ci¡gªym odwzorowaniu

C Q λ ÞÝÑ λ1´ x P BpHq,
co pokazuje, »e zbiór rezolwentowy jest otwarty. Co wi¦cej, je±li λ0 P ρpxq i
λ P C speªnia

|λ´ λ0| ă
1

}pλ01´xq´1}
,

2Podprzestrze« wektorowa zamkni¦ta na skªadanie operatorów i operacj¦ brania operatora
sprz¦»onego.
3Por. [Eng, Wniosek 3.6.3].
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to λ P ρpxq i

pλ1´ xq´1 “

8
ÿ

n“0

pλ0 ´ λq
npλ01´ xq

´n´1.

W szczególno±ci odwzorowanie ρpxq Q λ ÞÑ pλ1 ´ xq´1 P BpHq (zwane
rezolwent¡ operatora x) jest holomor�czne.
Uwaga 1.3. Dla dowolnych λ, µ P ρpxq mamy

pλ1´ xq´1 ´ pµ1´ xq´1 “ pµ´ λqpλ1´ xq´1pµ1´ xq´1. (1.2)

(w szczególno±ci warto±ci rezolwenty x w ró»nych punktach ρpxq s¡ prze-
mienne). Istotnie: wzór jest oczywisty dla λ “ µ, a dla λ ‰ µ ªatwo
sprawdzamy, »e

1
µ´λ

`

pλ1´ xq´1 ´ pµ1´ xq´1
˘

pµ1´ xqpλ1´ xq

“ 1
µ´λ

`

pλ1´ xq´1pµ1´ xq ´ 1
˘

pλ1´ xq

“ 1
µ´λ

`

pλ1´ xq´1
`

pµ´ λq1` pλ1´ xq
˘

´ 1
˘

pλ1´ xq

“ 1
µ´λ

`

pµ´ λqpλ1´ xq´1 ` 1´ 1
˘

pλ1´ xq “ 1

oraz

pµ1´ xqpλ1´ xq 1
µ´λ

`

pλ1´ xq´1 ´ pµ1´ xq´1
˘

“ 1
µ´λpµ1´ xq

`

1´ pλ1´ xqpµ1´ xq´1
˘

“ 1
µ´λpµ1´ xq

`

1´
`

pλ´ µq1` pµ1´ xq
˘

pµ1´ xq´1
˘

“ 1
µ´λpµ1´ xq

`

1´ pλ´ µqpµ1´ xq´1 ` 1
˘

“ 1,

czyli operator pµ1 ´ xqpλ1 ´ xq jest odwracalny, a jego odwrotnym jest
1

µ´λ

`

pλ1´xq´1´pµ1´xq´1
˘

. Wzór (1.2) nazywamy wzorem rezolwentowym

lub to»samo±ci¡ rezolwentow¡.
Stwierdzenie 1.4. Niech x, y P BpHq. Wtedy

σpxyq Y t0u “ σpyxq Y t0u. (1.3)

Dowód. Niech λ P ρpyxq Kt0u. Operator λ1´ xy jest odwracalny, gdy»

pλ1´ xyq
´

1
λ

`

1` xpλ1´ yxq´1y
˘

¯

“ 1
λ

`

λ1´ xy ` pλ1´ xyqxpλ1´ yxq´1y
˘

“ 1
λ

`

λ1´ xy ` xpλ1´ yxqpλ1´ yxq´1y
˘

“ 1
λpλ1´ xy ` xyq “ 1

i
´

1
λ

`

1` xpλ1´ yxq´1y
˘

¯

pλ1´ xyq
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“ 1
λ

`

λ1´ xy ` xpλ1´ yxq´1ypλ1´ xyq
˘

“ 1
λ

`

λ1´ xy ` xpλ1´ yxq´1pλ1´ yxqy
˘

“ 1
λpλ1´ xy ` xyq “ 1,

czyli operator 1
λ

`

1 ` xpλ1 ´ yxq´1y
˘

jest odwrotny do pλ1 ´ xyq, a wi¦c
λ P ρpxyq Kt0u. Tym samym wykazali±my, »e ρpyxq Kt0u Ă ρpxyq Kt0u. Na
mocy symetrii tak»e ρpxyq Kt0u Ă ρpyxq Kt0u, a st¡d ρpxyq Kt0u “ ρpyxq Kt0u.
Innymi sªowy σpxyq Y t0u “ σpyxq Y t0u. �

Uwaga 1.5. Odejmuj¡c zbiór t0u od obu stron wzoru (1.3), otrzymujemy
jego inne sformuªowanie:

σpxyq Kt0u “ σpyxq Kt0u,

które równie» bywa bardzo u»yteczne.
Stwierdzenie 1.6. Mamy

 

λ P C |λ| ą }x}
(

Ă ρpxq.

Dowód. Je±li |λ| ą }x}, to szereg
8
ÿ

n“0

λ´n´1xn “ 1
λ

8
ÿ

n“0

λ´nxn

jest zbie»ny, gdy» }λ´nxn} ď
´

}x}
|λ|

¯n
. �atwo sprawdzi¢, »e jego suma jest

operatorem odwrotnym do λ1´ x. �

W szczególno±ci dla dowolnego x P BpHq mamy

σpxq “ C Kρpxq Ă C K
 

λ P C |λ| ą }x}
(

“
 

λ P C |λ| ď }x}
(

,

czyli widmo x jest zbiorem domkni¦tym i ograniczonym (a wi¦c zwartym).
Twierdzenie 1.7. Dla dowolnego x P BpHq mamy

(1) σpxq jest zbiorem niepustym,

(2) ci¡g
`

}xn}
1
n

˘

nPN jest zbie»ny i

lim
nÑ8

}xn}
1
n “ sup

 

|λ| λ P σpxq
(

.

Dowód. Zde�niujmy

αpxq “ inf
nPN

}xn}
1
n , x P BpHq.

We¹my ε ą 0. Istnieje taka liczba nε P N, »e }xnε}
1
nε ď αpxq ` ε, albo

inaczej
}xnε} ď

`

αpxq ` ε
˘nε .

Teraz dowoln¡ liczb¦ naturaln¡ n dzielimy z reszt¡ przez nε, tj. znajdujemy
q, r P Z` takie, »e

n “ qnε ` r
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i r ă nε. Mamy

}xn} “ }xqnεxr} ď }xnε}q}x}r ď
`

αpxq ` ε
˘qnε

}x}r “
`

αpxq ` ε
˘n´r

}x}r.

St¡d
}xn}

1
n ď

`

αpxq ` ε
˘1´ r

n }x}
r
n .

Tak wi¦c

αpxq ď lim inf
nÑ8

}xn}
1
n ď lim sup

nÑ8
}xn}

1
n ď αpxq ` ε.

Poniewa» ε jest dowolnie maªy, widzimy, »e ci¡g
`

}xn}
1
n

˘

nPN jest zbie»ny (do
αpxq).

W szczególno±ci, je±li x, y P BpHq s¡ przemienne, to

αpxyq “ lim
nÑ8

›

›pxyqn
›

›

1
n “ lim

nÑ8
}xnyn}

1
n

ď lim
nÑ8

}xn}
1
n }yn}

1
n “ lim

nÑ8
}xn}

1
n lim
nÑ8

}xn}
1
n “ αpxqαpyq.

Je±li |λ| ą αpxq, to szereg
8
ř

n“0

}xn}
|λ|n jest zbie»ny, wi¦c zbie»ny jest szereg

8
ÿ

n“0

λ´nxn

i ªatwo sprawdzamy, »e jego suma jest operatorem odwrotnym do 1 ´ x
λ .

St¡d λ1´ x jest operatorem odwracalnym. Tym samym pokazali±my, »e

αpxq ě sup
 

|λ| λ P σpxq
(

. (1.4)

Dla dowodu przeciwnej nierówno±ci i faktu, »e widmo x jest niepuste,
rozwa»my dwa przypadki.
1. Je±li αpxq “ 0, to x nie jest odwracalny, czyli 0 P σpxq. Istotnie: gdyby
x byª odwracalny, mieliby±my

1 “ αp1q “ αpxx´1q ď αpxqαpx´1q “ 0.

2. Je±li αpxq ą 0, to przypu±¢my, »e αpxq ą sup
 

|λ| λ P σpxq
(

. Poniewa»
σpxq jest zbiorem zwartym, istnieje r P

‰

0, αpxq
“

o tej wªasno±ci, »e

σpxq Ă
 

λ P C |λ| ď r
(

.

Tak wi¦c zbiór D “
 

λ P C |λ| ą r
(

zawiera si¦ w ρpxq. Dla dowolnego
ci¡gªego funkcjonaªu ϕ na BpHq funkcja

D Q λ ÞÝÑ ϕ
`

pλ1´ xq´1
˘

P C
jest holomor�czna. Ponadto, dla |λ| ą αpxq mamy

ϕ
`

pλ1´ xq´1
˘

“

8
ÿ

n“0

λ´n´1ϕpxnq.
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Funkcja ta znika4, gdy λÑ8, wi¦c

fpµq “

#

0, µ “ 0,

ϕ
``

1
µ1´ x

˘´1˘
, 0 ă |µ| ă 1

r

de�niuje funkcj¦ analityczn¡ na D´1 “
 

µ P C |µ| ă 1
r

(

o rozwini¦ciu
Taylora wokóª zera

8
ÿ

n“0

µn`1ϕpxnq.

Rozwini¦cie to musi by¢ zbie»ne na caªym kole D´1, a wi¦c tak»e dla µ “ 1
λ0

takich, »e r ă |λ0| ă αpxq.
W szczególno±ci dla µ P D´1 mamy

lim
nÑ8

µn`1ϕpxnq “ 0.

We¹my wi¦c λ0 tak¡, »e r ă |λ0| ă αpxq. Wtedy λ´1
0 P D´1 i

lim
nÑ8

λ´n´1
0 ϕpxnq “ 0.

Rozwa»my rodzin¦ (ci¡g) ci¡gªych funkcjonaªów liniowych na BpHq˚ danych
przez

BpHq˚ Q ϕ ÞÝÑ λ´n´1
0 ϕpxnq P C.

Z twierdzenia Banacha�Steinhausa wynika, »e istnieje staªa c ă `8 taka,
»e

sup
nPN

|λ0|
´n´1}xn} “ c.

St¡d
}xn} ď c|λ0|

n`1, n P N,
a w konsekwencji

αpxq “ lim
nÑ8

}xn}
1
n ď lim

nÑ8
c

1
n |λ0|

1` 1
n “ |λ0| ă αpxq.

Sprzeczno±¢ ta pokazuje, »e nie jest mo»liwe, aby αpxq ą sup
 

|λ| λ P σpxq
(

.
Innymi sªowy mamy

αpxq ď sup
 

|λ| λ P σpxq
(

,

co w poª¡czeniu z (1.4) daje αpxq “ sup
 

|λ| λ P σpxq
(

. �

4Je±li |µ| ą 1, to
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“0

pλµq´n´1ϕpxnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
}ϕ}
|µ|

8
ÿ

n“0

}xn}

|λ|n`1 |µ|
´n
ď
}ϕ}
|µ|

8
ÿ

n“0

}xn}

|λ|n`1 ÝÝÝÝÑ
|µ|Ñ8

0.

Szereg jest zbie»ny, gdy» |λ| ą lim
nÑ8

}xn}
1
n , czyli |λ|´1

ă 1

lim sup
nÑ8

}xn}
1
n
.
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Dla x P BpHq wielko±¢

sup
 

|λ| λ P σpxq
(

nazywamy promieniem spektralnym x i oznaczamy symbolem |σpxq|. Oto
kilka wªasno±ci promienia spektralnego:

‚ dla ka»dego x mamy |σpxq| ď }x},
‚ je±li x, y P BpHq s¡ przemienne, to |σpxyq| ď |σpxq||σpyq|,
‚ |σpx˚q| “ |σpxq|.

Ostatnia wªasno±¢ wynika natychmiast z faktu, »e

σpx˚q “ σpxq “
 

λ λ P σpxq
(

.

Stwierdzenie 1.8. Niech x P BpHq i niech ppλq “ α0 ` α1λ ` ¨ ¨ ¨ ` αnλ
n

b¦dzie wielomianem. Niech

ppxq “ α01` α1x` ¨ ¨ ¨ ` αnx
n.

Wtedy

σ
`

ppxq
˘

“ p
`

σpxq
˘

“
 

ppλq λ P σpxq
(

.

Dowód. Je±li n “ 0 (p jest staªy), to teza stwierdzenia jest oczywista.
Zaªó»my wi¦c, »e n ě 1. Niech λ0 P σpxq, czyli λ01´ x nie jest odwracalny.
Wtedy operator ppλ0q1´ ppxq nie mo»e by¢ odwracalny, gdy»

ppλ0q1´ ppxq “
n
ÿ

k“0

αkpλ
k
01´ x

kq

“

n
ÿ

k“1

αkpλ
k
01´ x

kq “ pλ01´ xq
n
ÿ

k“1

αk

k´1
ÿ

j“1

λk´j0 xj´1.

Fakt ten pokazuje, »e
p
`

σpxq
˘

Ă σ
`

ppxq
˘

.

Z drugiej strony, je±li µ R
 

ppλq λ P σpxq
(

, a λ1, . . . , λn s¡ pierwiastkami
wielomianu µ´ ppλq, to oczywi±cie λ1, . . . , λn R σpxq. Mamy

µ´ ppλq “ γpλ1 ´ λq ¨ ¨ ¨ pλn ´ λq

dla pewnego γ ‰ 0, wi¦c

µ1´ ppxq “ γpλ11´ xq ¨ ¨ ¨ pλn1´ xq.

St¡d µ1 ´ ppxq jest odwracalny, co oznacza, »e µ R σ
`

ppxq
˘

. Tym samym
wykazali±my, »e

p
`

σpxq
˘

Ą σ
`

ppxq
˘

.

�
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1.3. Widmo w C˚-algebrach

Niech A b¦dzie C˚-algebr¡ z jedynk¡ (przykªadem mo»e by¢ BpHq dla
pewnej przestrzeni Hilberta H lub CpXq dla zwartej przestrzeni X, ale nie
tylko) i niech a P A. Podobnie jak w przypadku BpHq mówimy, »e element
a P A jest odwracalny , je±li istnieje b P A taki »e ab “ ba “ 1. Dalej
de�niujemy widmo elementu a:

σpaq “
 

λ P C element λ1´ a nie jest odwracalny
(

.

Dla przykªadu rozwa»my C˚-algebr¦ A “ CpXq, gdzieX jest przestrzeni¡
zwart¡. Wówczas nietrudno sprawdzi¢, »e widmem elementu f P A jest obraz
funkcji f .
Twierdzenie 1.9. Niech a b¦dzie elementem C˚-algebry z jedynk¡. Wów-
czas:

(1) σpaq jest niepustym zwartym podzbiorem C zawartym w domkni¦tym
dysku o ±rodku w 0 i promieniu }a},

(2) ci¡g
`

}an}
1
n

˘

nPN jest zbie»ny i

lim
nÑ8

}an}
1
n “ sup

 

|λ| λ P σpaq
(

,

(3) dla dowolnego b P A mamy σpabq Y t0u “ σpbaq Y t0u,
(4) dla dowolnego wielomianu p P Cr ¨ s mamy σ

`

ppaq
˘

“ p
`

σpaq
˘

.

Dowody wszystkich punktów powy»szego twierdzenia mo»na przeprowa-
dzi¢ zamieniaj¡c BpHq na A w dowodach twierdzenia 1.7 i stwierdze« 1.4
oraz 1.8.

Notatki

Przytoczone w niniejszym rozdziale podstawy teorii operatorów na przestrze-
niach Hilberta omówione s¡ praktycznie w ka»dej pozycji literatury z listy na ko«cu
ksi¡»ki. Wi¦cej informacji na temat widm operatorów i elementów C˚-algebr znaj-
dzie czytelnik w takich ksi¡»kach jak np. [Arv2, Ped, Mau], jak i w wielu innych.
Naturalnym uogólnieniem teorii operatorów jest teoria algebr Banacha, a w szcze-
gólno±ci teoria C˚-algebr ([Arv1, Zel]). Za cen¦ nieco bardziej abstrakcyjnych
rozumowa« pozwala ona ªatwo uzyska¢ pewne wyniki teorii operatorów. Mimo
to w niniejszej ksi¡»ce postaramy si¦ zminimalizowa¢ korzystanie z tej teorii, po-
zostawiaj¡c czytelnikowi pole do samodzielnych poszukiwa«.

Wspaniaªym ¹ródªem ¢wicze« i przykªadów zwi¡zanych z poj¦ciem widma jest
zbiór zada« [Hal] oraz ¢wiczenia, notatki i uzupeªnienia z takich podr¦czników jak
[Arv1, Arv2, ReSi1, Rud2].


