Rozdziat 1

Widmo operatora

1.1. C*-algebra operatoréw na przestrzeni Hilberta

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Przestrzen Banacha B(H) jest
algebrg nad C z mnozeniem zdefiniowanym jako sktadanie operatorow. Al-
gebra ta ma jedynke (element neutralny mnozenia) — jest nia operator iden-
tycznosciowy 1 : H — H. Operacja brania operatora sprzezonego

B(H) 3z —> 2™ € B(H)
jest antyliniowa, antymultyplikatywna inwolucja (dla kazdego = € B(H)
mamy z** = z). Ponadto norma operatorowa jest zgodna ze struktura
algebry w tym sensie, ze
lzyll < ] lyl, x,y € B(H).
W szczegolnosci B(H) jest algebrg Banacha.
Stwierdzenie 1.1. Dia x € B(H) mamy

(1) 2] = =1,

(2) =z = J|*.

Dowdd. Obie rownodci sa oczywiste, gdy x = 0. Przyjmijmy wiec, ze mamy
|| > 0. Wowcezas oczywiscie
|z*a] < [=*[]].

Dalej obliczamy

|z*z| = sup |z*z¢| = sup sup [(n|a*zE)|
lel=1 l€l=1 =1
> sup [(¢|z*z&)| = sup [z€]* = =]
l€)=1 lel=1
Zatem
|z|* < |z*z| < |z*][z]. (1.1)

Skracajac |z| po obu stronach otrzymujemy

lz] < =7,

co na mocy symetrii pokazuje, ze ||x*| = |z|, a podstawiajac ten wynik do
T3, otrzymujemy 2] = || O
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Uwaga 1.2. Zauwazmy, ze dowo6d stwierdzenia mozna rozszerzyé row-
niez na przypadek, gdy z jest operatorem pomiedzy réznymi przestrzeniami
Hilberta. Tak wiec jesli H i K sa przestrzeniami Hilberta, to dla kazdego
r € B(H,K) mamy |z*z| = |z|?.

Stwierdzenie mowi, ze inwolucja = — z* na B(H) jest izometrig.
Algebre Banacha wraz z izometryczng antyliniowa i antymultyplikatywna in-
wolucja nazywamy *-algebrg Banacha, natomiast x-algebre Banacha, w kto-
rej spelniony jest warunek ze stwierdzenia nazywamy C*-algebrg.
Tak wiec B(H) jest C*-algebra.

Co wiecej, kazda normowo domknieta *-podalgebraﬂ A c B(H) takze
jest C*-algebra. Dla dowolnego podzbioru S < B(H) istnieje najmniejsza
C*-algebra A c B(H) zawierajaca S. Nazywamy ja C*-algebra generowang
przez S i oznaczamy symbolem C*(S). Nietrudno wykazac, ze C*(S) jest
domknieciem zbioru kombinacji liniowych dowolnych iloczynéw elementow
zbioru S 1 S* = {s*|s € S}. Dla € B(H) bedziemy pisa¢ C*(z) oraz
C*(z,1) zamiast C*({z}) i C*({z,1}).

Przyktadem C*-algebry jest takze przestrzen C(X) dla zwartej przes-
trzeni X z norma jednostajna | - |o, punktowym dodawaniem i mnozeniem
oraz inwolucja f + f. Pozornie innym przykladem jest przestrzeri Cy(Y)
ograniczonych funkcji ciagltych na lokalnie zwartej przestrzeni Y z norma
|- [loo 1 punktowymi dziataniami. Jest to przyklad tylko pozornie odmienny,
gdyz w istocie Cp(Y') jest naturalnie izomorficzna z C(5Y), gdzie BY jest
uzwarceniem Cecha-Stone’a przestrzeni Y

1.2. Widmo i promien spektralny

Niech z € B(H). Przypomnijmy, ze z jest odwracalny, jesli istnieje ope-
rator y € B(H) taki, ze zy = yx = 1. Zbiorem rezolwentowym x nazywamy

p(z) ={reC ‘ operator Al — z jest odwracalny},

a jego dopelnienie o(x) = C\p(x) nazywamy widmem lub spektrum opera-
tora .

Wiadomo, ze zbior operatorow odwracalnych jest otwarty, a p(x) jest
przeciwobrazem tego zbioru przy ciagtym odwzorowaniu

CaX— A —z e B(H),

co pokazuje, ze zbior rezolwentowy jest otwarty. Co wiecej, jesli A\g € p(z) i
A € C spetnia
_ 1
A= ol < =z
2P0dprzestrzer’1 wektorowa zamknieta na sktadanie operatoréw i operacje brania operatora
Sprzezonego.
Por. [Eng, Wniosek 3.6.3].
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to e p(x) i
[oe}
(AL — )~ Z Ao — A" (ol — )L

W szczegolnosei odwzorowanie p(z) 3 A — (Al — z)~! € B(H) (zwane
rezolwentq operatora z) jest holomorficzne.

Uwaga 1.3. Dla dowolnych A, p € p(x) mamy
AL —a)™ = (pl =)™ = (p = N (AL —2) " (pl —a) 7" (1.2)
(w szczegolnosci wartosci rezolwenty x w réznych punktach p(x) sa prze-

mienne). Istotnie: wzor jest oczywisty dla A = p, a dla A # u tatwo
sprawdzamy, ze

(O =) (a1 — ) (a1 — )M — )
- —)\(()\]l —x)” (,u]l —x) — IL)()\]I —x)

N
= (L =2) (g = N1+ (ML —2)) = 1)(M —z)
= (=N -2) "+ 1 -1)M L —z) =1
(11— 2)(AL — 2) 5 (AL — 2) ! (uﬂ - fﬂ)‘l)
:f/\,u]l—:c( —z)(pl —x)” 1)

= Ll —a)(1 (A I+ (pl =) (ull —2)7")
= Sl —2)(1 = (A= p)(pl —2)~" +1) =1,

A
czyh operator (,u]l — z)(Al — z) jest odwracalny, a jego odwrotnym jest
= L (AMl—z) = (pl—2)71). Wzor (1.2) nazywamy wzorem rezolwentowym
lub tozsamoscig rezolwentowq.

Stwierdzenie 1.4. Niech x,y € B(H). Witedy
o(xy) v {0} = o(yz) v {0}. (1.3)
Dowdd. Niech A € p(yz)\{0}. Operator A1 — xy jest odwracalny, gdyz
(M — zy) (%(11 + (M — yx)_ly)>
= +(AL — 2y + (AL — ay)z(A\1 — yx)_ly)
= %()\]1 —zy + (A1 — yz)(A1 — yw)_ly)
Tl —ay+ay) =1

(% (1 + (A1 — yw)_ly)) (AL —zy)
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= %()\]1 —zy + (A1 — yx)fly()\]l — :ch))
= +(AL — 2y + 2(A\1 — yx) LA — yz)y)
= %()\]1 —xy +zy) =1,
czyli operator %(]l + z(AL — yz)~'y) jest odwrotny do (AL — zy), a wiec
A € p(zy)\{0}. Tym samym wykazalismy, ze p(yz)\{0} < p(zy)\{0}. Na
mocy symetrii takze p(xzy)\{0} < p(yz)\{0}, a stad p(zy)\{0} = p(yx)\{0}.
Innymi stowy o(zy) U {0} = o(yz) U {0}. O

Uwaga 1.5. Odejmujac zbior {0} od obu stron wzoru (1.3)), otrzymujemy
jego inne sformutowanie:

o (zy)\{0} = o (yx)\{0},
ktére rowniez bywa bardzo uzyteczne.
Stwierdzenie 1.6. Mamy {\ € C||\| > ||} < p(x).

Dowod. Jesli |A| > |z|, to szereg

0 0
Z Afnflxn _ % Z A"
n=0 n=0

n
jest zbiezny, gdyz |A7"z"| < (‘%H) . Latwo sprawdzi¢, ze jego suma jest

operatorem odwrotnym do Al — . U

W szczegdlnosei dla dowolnego = € B(H) mamy
o(z) = Cyp(z) « C\{A e C||A| > [z|} = {A e C| A < ||},
czyli widmo z jest zbiorem domknietym i ograniczonym (a wiec zwartym).
Twierdzenie 1.7. Dla dowolnego x € B(H) mamy
(1) o(x) jest zbiorem niepustym,

(2) cigyg (Hx"H%)neN jest zbieiny i
1
: il
Jim [+ = sup {|AI| A € (o)}

Dowod. Zdefiniujmy

a(z) = inf |2"|7, z e B(H).
neN

Wezmy e > 0. Istnieje taka liczba n. € N, ze |2 H% < a(z) + ¢, albo
inaczej
Ja"=] < (a(z) + €)™
Teraz dowolng liczbe naturalng n dzielimy z reszta przez n., tj. znajdujemy
q,r € Z4 takie, ze
n=qng+r
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ir <n. Mamy
J2"] = JaT=2"| < 2" 9] < () + &)™ |z]" = (alz) + )" z|".
Stad
1 1-Z r
J2"[w < (a(2) +€) "z
Tak wiec
"

a(z) < liminf [2"||» < limsup Hx”H% < afx) +e.
n—00 n—00

Poniewaz ¢ jest dowolnie maty, widzimy, ze ciag (Hx"H%)neN jest zbiezny (do

a(z)).

W szczegolnosci, jesli o,y € B(#H) sa przemienne, to
T n|E _ n nnl
a(zy) = lim |(zy)"|" = lim |"y"]
1 1 1 1
< i "w |y = 1 w1 "y = .
Tim [+ [y = lim 2"+ lim 2"+ = a(z)a(y)

[es}
Jesli || > a(z), to szereg Y, |‘|§|,1H jest zbiezny, wiec zbiezny jest szereg
n=0

0
5 e
n=0

i tatwo sprawdzamy, Ze jego suma jest operatorem odwrotnym do 1 — .
Stad A1 — x jest operatorem odwracalnym. Tym samym pokazalisémy, ze

a(z) = sup{|A|| X e o(x)}. (1.4)

Dla dowodu przeciwnej nieréwnodci i faktu, ze widmo z jest niepuste,
rozwazmy dwa przypadki.
1. Jesli a(z) = 0, to x nie jest odwracalny, czyli 0 € o(x). Istotnie: gdyby
x byt odwracalny, mielibysmy

1=a(l)=afzz™!) <a(@)alz"!) = 0.
2. Jesli a(z) > 0, to przypusémy, ze a(z) > sup{|A| | A € o(z)}. Poniewaz
o(x) jest zbiorem zwartym, istnieje r € ]0, oz(x)[ o tej wlasnoéci, ze
o(x) = {AeC|A <r}.
Tak wiec zbior D = {\ € C||A| > r} zawiera sie w p(z). Dla dowolnego
ciaglego funkcjonatu ¢ na B(H) funkcja
DaXx—p((A\l—z) ) eC

jest holomorficzna. Ponadto, dla |A| > a(z) mamy

0

go(()\]l — x)_l) = 2 Ao (2™,

n=0
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Funkcja ta znikaf] gdy A — oo, wiec

— 0, pe
f(u)_{@((iﬂ_x)_l)7 0<|:u|<%

definiuje funkcje analityczng na D! = {u € C ‘ lul < 1} o rozwinieciu

Taylora wokot zera
a0

Z n+1

Rozwiniecie to musi by¢ zbiezne na calym kole D71, a wiec takze dla p = )%O
takich, ze r < |Ao| < a(x).
W szczegolnoéei dla p € D! mamy

hm " o(z™) = 0.

Wezmy wiec \g taka, ze 7 < [Ao| < a(z). Wtedy A\;'e D71 i
lim A\;" tp(z™) = 0.

n—oo

Rozwazmy rodzine (ciag) ciaglych funkcjonatéow liniowych na B(H)* danych
przez
B(H)* 20— A" p(a") € C.
7 twierdzenia Banacha—Steinhausa wynika, ze istnieje stala ¢ < +00 taka,
ze
sup [Ao| " 2| = e
neN

Stad
"] < el Aol neN,
a w konsekwencji
a(z) = lim Hx”H% < lim c%])\o\H% = | o] < a(x).
n—ao0 n—o0
Sprzecznos¢ ta pokazuje, ze nie jest mozliwe, aby a(z) > sup{|\|| A € o(z)}.
Innymi stowy mamy

a(r) < sup{|)\\ ‘)\ € J(m)},
co w polaczeniu z daje a(x) = sup{|A| | A € o(z)}. O

4Jesli |u| > 1, to

— 0.
|| =00

o] (o]
n
< lel Lz, —" < lel lz"
] Z el < 2 A[PT
n=0 n=0

1

Szereg jest zbiezny, gdyz |A| > lim H:C”H w,ezyli (A7 < —2—p.
n—o lim sup |z™| ™
n—o0
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Dla z € B(H) wielkos¢
sup{|A|| A € o(z)}

nazywamy promieniem spektralnym z 1 oznaczamy symbolem |o(z)|. Oto
kilka wtasnosci promienia spektralnego:

» dla kazdego x mamy |o(z)| < |z,
w jesli z,y € B(H) sa przemienne, to |o(zy)| < |o(x)||o(y)],
= |o(z%)] = [o()]-

Ostatnia wtasnos¢ wynika natychmiast z faktu, ze

o(z*) = o(z) = {X|Aeo(2)}.

Stwierdzenie 1.8. Niech x € B(H) i niech p(A) = ap + oA+ -+ + ap A"
bedzie wielomianem. Niech

p(z) = ol + gz + - - + apz”.
Wtedy
o(p(@) = p(o(@)) = {pN) [ X e o(@)}.

Dowod. Jesli n = 0 (p jest staly), to teza stwierdzenia jest oczywista.
Zatozmy wiec, ze n = 1. Niech A\g € (), czyli Aol — x nie jest odwracalny.
Wtedy operator p(Ag)1 — p(z) nie moze byé¢ odwracalny, gdyz

o (NET — %)

Il
1=

p(Ao)1 —p(x)

i
e}

Il
1=

n k—1
(ML — 2F) = (Vo1 — ) Z Qg Z PV
k=1 j=1

B
Il
—

Fakt ten pokazuje, ze
p(o(z)) < o(p(x)).

Z drugiej strony, jesli u ¢ {p()\) ‘ Ae U(:c)}, a A, ..., A\, 83 pierwiastkami
wielomianu p — p(A), to oczywiscie A1,..., A\, ¢ o(x). Mamy

p=pA) =7(A1 = A) (A = A)
dla pewnego v # 0, wiec
pl —p(x) =y(M1 —2)--- (A1 —z).

Stad pl — p(x) jest odwracalny, co oznacza, ze u ¢ J(p(x)). Tym samym
wykazalismy, ze

p(a(w)) > a(p(x)).
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1.3. Widmo w C*-algebrach

Niech A bedzie C*-algebra z jedynka (przykladem moze by¢ B(H) dla
pewnej przestrzeni Hilberta H lub C(X) dla zwartej przestrzeni X, ale nie
tylko) i niech a € A. Podobnie jak w przypadku B(H) mowimy, ze element
a € A jest odwracalny, jedli istnieje b € A taki ze ab = ba = 1. Dalej
definiujemy widmo elementu a:

o(a) = {)\ eC ‘ element A1 — a nie jest odwracalny}.

Dla przyktadu rozwazmy C*-algebre A = C(X), gdzie X jest przestrzenia
zwarta. Wowczas nietrudno sprawdzié, ze widmem elementu f € A jest obraz
funkcji f.

Twierdzenie 1.9. Niech a bedzie elementem C*-algebry z jedynkg. Wow-
czas:

(1) o(a) jest niepustym zwartym podzbiorem C zawartym w domknietym
dysku o $rodku w 0 i promieniu |a,

: 1 . S
(2) cigg (Ha”Hn)neN jest zbiezny i
1
. il
lim [la"[» = sup{|A|[ X € o(a)},

(3) dla dowolnego b € A mamy o(ab) u {0} = o(ba) U {0},
(4) dla dowolnego wielomianu p € C[-] mamy o(p(a)) = p(c(a)).

Dowody wszystkich punktéw powyzszego twierdzenia mozna przeprowa-
dzi¢ zamieniajac B(H) na A w dowodach twierdzenia [1.7] i stwierdzen
oraz [[.8

Notatki

Przytoczone w niniejszym rozdziale podstawy teorii operatorow na przestrze-
niach Hilberta omoéwione sa praktycznie w kazdej pozycji literatury z listy na koricu
ksiazki. Wiecej informacji na temat widm operatoréw i elementéw C*-algebr znaj-
dzie czytelnik w takich ksiazkach jak np. [Arva, [Ped, Maul|, jak i w wielu innych.
Naturalnym uogélnieniem teorii operatoréw jest teoria algebr Banacha, a w szcze-
golnosci teoria C*-algebr ([Arvy), [Zel|). Za cene nieco bardziej abstrakcyjnych
rozumowan pozwala ona tatwo uzyska¢ pewne wyniki teorii operatoréow. Mimo
to w niniejszej ksiazce postaramy sie zminimalizowaé korzystanie z tej teorii, po-
zostawiajac czytelnikowi pole do samodzielnych poszukiwan.

Wspanialym zrédlem éwiczen i przyktadéw zwiazanych z pojeciem widma jest
zbior zadan [Hal| oraz ¢wiczenia, notatki i uzupelnienia z takich podrecznikow jak
lAI’Vl, AI"VQ, ReSil, Rudgl.



