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Wstęp

Niniejsza książka powstała na podstawie wykładów prowadzonych przeze mnie dla
studentów Politechniki Rzeszowskiej kierunku matematyka, specjalności zastoso-
wania matematyki w ekonomii. W książce tej położony jest nacisk na praktyczne
zastosowania poznanych definicji, własności i twierdzeń matematycznych w eko-
nomii. Z tego też powodu podstawowy materiał matematyczny jest potraktowany
pobieżnie i ma stanowić raczej przypomnienie znanych faktów niż ich szczegółowe
wprowadzenie.

Autorka rezygnuje ze zbytniej formalizacji i matematyzacji przedstawionego
materiału na rzecz przedstawienia zastosowań w praktyce. Dlatego rozważania
ograniczają się do przestrzeni rzeczywistych skończeniewymiarowych, a więc ta-
kich, jakie rozważane są w ekonomii.

Ponieważ w gospodarce rynkowej ekonomia posługuje się jako zasadniczymi
narzędziami matematyką i modelami matematycznymi, autorka przedstawia naj-
pierw niezbędne techniki matematyczne a następnie wykorzystuje je do proble-
mów analizy ekonomicznej. Ze względu na dużą liczbę modeli makro- i mikro-
ekonomicznych książka powinna okazać się przydatna dla Czytelników, którzy
posiadają przygotowanie matematyczne, ale potrzebne im jest wprowadzenie ter-
minologii i modeli ekonomicznych. Może być ona użyteczna również dla studentów
kierunków typowo ekonomicznych właśnie ze względu na wprowadzenie matema-
tycznych notacji, definicji i własności. Z tego też powodu książka może służyć jako
lektura uzupełniająca do studiowania makro- i mikroekonomii oraz teorii wzrostu
ekonomicznego i jego rozwoju.

Podręcznik zawiera szereg zadań służących do przypomnienia koniecznych wia-
domości matematycznych. Szerzej omówiony jest materiał mniej znany z podsta-
wowego kursu matematyki, a więc pojęcia wypukłości i quasi-wypukłości, ekstre-
ma warunkowe funkcji wielu zmiennych, równania różnicowe i różniczkowe, ukła-
dy równań różniczkowych i różnicowych wraz z zastosowaniami, czy też problemy
stabilności rozwiązań. Szczególne znaczenie mają rozdziały poświęcone funkcjom
dyskretnym i rachunkowi różnicowemu. Funkcje dyskretne, do tej pory pomijane
w klasycznym wykładzie analizy matematycznej, znajdują coraz szersze zastoso-
wanie zarówno w naukach matematycznych, jak i wszystkich naukach technicz-
nych, ze względu na czytelny opis zachodzących procesów, które albo zachodzą
cyklicznie, albo są obserwowane i mierzone w pewnych odstępach czasowych.

Ekonomia matematyczna nie jest gałęzią ekonomii tak jak makro- czy mikro-
ekonomia czy też handel międzynarodowy. Nie jest również gałęzią matematyki
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jak algebra czy równania różniczkowe. Ekonomia matematyczna stanowi pewien
pomost pomiędzy zagadnieniami ekonomicznymi i matematycznymi, wykorzystu-
jąc znany aparat matematyczny zarówno do opisu zjawisk ekonomicznych, jak
i do uzyskiwania rozwiązań problemów ekonomicznych. Ekonomia matematyczna
pozwala sprecyzować zagadnienia ekonomiczne, zmuszając ekonomistów do uży-
wania ścisłego języka i symboli matematycznych.

Zgodnie z założonym celem książka jest próbą zwięzłego przedstawienia pod-
stawowych zastosowań aparatu matematycznego w ekonomii. Dlatego znajdzie-
my w niej wiele przykładów i modeli ekonomicznych oraz wiele zadań do samo-
dzielnego rozwiązania. Ponieważ ekonomiści badają zjawiska zachodzące zarówno
w gospodarce, jak i związane z ekologią, produkcją, przyrostem naturalnym itp.,
w książce znajdziemy również przykłady dotyczące zagadnień technicznych, jak
i z zakresu biomatematyki.

Podręcznik obejmuje następujące zagadnienia ekonomii matematycznej: teorię
zachowania konsumenta oraz analizę tego zachowania w kontekście zmieniających
się warunków na rynku towarów, statyczne modele równowagi rynkowej i równowa-
gi w przedsiębiorstwie, zagadnienia dotyczące bankowości, optymalizacji wypukłej,
teorię przedsiębiorstwa i modele dynamiczne procesów ekonomicznych.

Ze względu na dużą liczbę przykładowych modeli ekonomicznych książka po-
winna być przydatna dla Czytelników, którzy mają przygotowanie matematyczne
obejmujące algebrę liniową oraz analizę matematyczną I i II. Ze wzgledu nato-
miast na umieszczenie zagadnień typowo matematycznych książka może służyć
również Czytelnikom pragnącym zapoznać się z podstawami algebry i analizy,
a następnie uzupełnić wiadomości dotyczące równań i układów równań różniczko-
wych i różnicowych oraz ich zastosowań w praktyce. Przedstawiona jest również
teoria stabilności i linearyzacji tych równań. Materiał zawierający zagadnienia
optymalizacyjne wzbogacić może wiedzę Czytelnika o zastosowania aparatu ra-
chunku różniczkowego funkcji jednej i wielu zmiennych.

Pragnę wyrazić słowa wdzięczności studentom Wydziału Matematyki i Fizy-
ki Stosowanej Politechniki Rzeszowskiej, dzięki którym powstała ta książka. Była
ona odpowiedzią na ich zapotrzebowanie, byli oni również pierwszymi krytycznymi
jej recenzentami. Książka ta powstała w odpowiedzi na zapotrzebowanie studen-
tów Wydziału Matematyki i Fizyki Stosowanej Politechniki Rzeszowskiej; byli oni
również pierwszymi krytycznymi jej recenzentami. W związku z powyższym pra-
gnę wyrazić słowa najwyższej wdzięczności Władzom Politechniki Rzeszowskiej
i studentom Wydziału Matematyki i Fizyki Stosowanej Politechniki Rzeszowskiej.
Szczere podziękowania kieruję również pod adresem recenzentów, których życz-
liwe i konstruktywne uwagi pomogły w ulepszeniu ostatecznej wersji podręczni-
ka. Za przyjęcie projektu do realizacji oraz przychylność i wszechstronną pomoc
w procesie wydawniczym serdecznie dziękuję Redakcji PWN. Wyrażam głęboką
wdzięczność Rektorowi i Dziekanowi Wydziału Ekonomicznego UMCS za pomoc
w urzeczywistnieniu i wsparcie finansowe projektu. Na koniec chciałabym najgo-
ręcej podziękować mojej Rodzinie i Przyjaciołom, od których zawsze uzyskiwałam
wsparcie, zrozumienie i życzliwość.
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Konstrukcja modelu matematycznego

Ekonomia w opisie zjawisk zachodzących w gospodarce narodowej, przedsiębior-
stwie, itp. posługuje się pewnymi modelami. Model ekonomiczny to celowo uprosz-
czony schemat gospodarczej rzeczywistości. Jest zbiorem założeń, definicji i zależ-
ności przyczynowo-skutkowych zachodzących pomiędzy rozważanymi podmiota-
mi. Dlatego też przedmiotem ekonomii matematycznej jest konstruowanie, a na-
stępnie badanie matematycznych modeli rzeczywistych procesów ekonomicznych
metodami matematycznymi, czyli dążenie do matematyzacji modelu.

Model matematyczny to obiekt, który zastępuje oryginał i odwzorowuje naj-
istotniejsze dla danego procesu ekonomicznego cechy i właściwości oryginału. Mo-
del matematyczny ekonomii jest układem założeń, definicji i zależności przyczyno-
wo-skutkowych opisujących jego strukturę. Zależności te opisywane są za pomocą
pewnych wielkości, funkcji, równań czy nierówności, zawierających dane, które są
ustalone (tzw. parametry modelu), oraz dane, które należy określić — nazywamy
je zmiennymi.

Zmienne modelu dzielimy na endogeniczne i egzogeniczne. Zmienne en-
dogeniczne są to zmienne generowane od wewnątrz, których wartości określamy
na podstawie modelu. Zmienną egzogeniczną, czyli generowaną z zewnątrz, na-
zywamy taką zmienną, której wartości są dane i ustalone, określone przez siły
zewnętrzne w stosunku do modelu.

Przykładowo, analizując preferencje konsumenta, rozważamy ceny towarów
na rynku, które kształtują te preferencje. Ceny towarów są w danym momencie
ustalone i są zmiennymi egzogenicznymi — konsument nie ma wpływu na ich
ustalenie. W tym samym modelu ilości towarów nabytych przez konsumenta są
zmiennymi endogenicznymi, zależnymi od konsumenta.

Ponadto zmienne, parametry oraz funkcje opisujące model spełniają pewne
założenia, np. założenie nieujemności, ciągłości, różniczkowalności. Modele mate-
matyczne ekonomii nie powstają w oderwaniu od rzeczywistych procesów ekono-
micznych. Twórca modelu obserwuje przez pewien czas pewne zjawisko i otrzymuje
szereg danych empirycznych charakteryzujących to zjawisko. Kolejno badacz sys-
tematyzuje otrzymane dane, a następnie próbuje opisać je w języku matematycz-
nym. Podejście badacza może być intuicyjne, dedukcyjne, polegające na wiedzy
potocznej itp. Badacz ujmuje również otrzymane dane w postaci tabel, wykresów,
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ewentualnie zależności funkcyjnych. Te ostatnie wydają się być dogodnym punk-
tem wyjścia do dalszego badania i opisu modelu. Przykładami takich funkcji, naj-
bardziej charakterystycznych dla modeli ekonomicznych, są: funkcja użyteczności,
produkcji, kosztów, popytu, podaży itp.

Podejście matematyczne stosowane do opisu zjawisk ekonomicznych pozwa-
la na wykorzystanie bogactwa matematycznych twierdzeń i własności, badanie
przypadków ogólnych, wielowymiarowych oraz na ścisłe formułowanie wszystkich
przyjętych założeń i oddzielenia założenia twierdzenia od tezy.

Podstawowymi modelami matematycznymi ekonomii są:

• modele zachowania konsumenta (teoria preferencji),
• modele rynku,
• modele równowagi,
• modele wzrostu gospodarczego,
• modele cyklu koniunkturalnego.

Etapy konstrukcji modelu:

1. Określenie zmiennych objaśnianych i objaśniających (endogenicznych i eg-
zogenicznych), parametrów oraz wielkości ustalonych, które będą rozważa-
ne w modelu. Zmiennymi modelu ekonomicznego są często: praca, zysk,
przychód, koszt, dochód itp. Parametry modelu mogą być w danym mo-
mencie ustalone (w stosunku do zmiennych), jednak w badaniach porów-
nawczych można rozważać zmiany rozwiązania spowodowane zmianami pa-
rametrów.

2. Formułowanie warunków prawidłowego funkcjonowania modelu. Sformuło-
wanie takich warunków wymaga przede wszystkim określenia podstawo-
wych założeń, zakresu zmienności zmiennych i parametrów (np. x  0).
Kolejno należy ustalić związki zachodzące z definicji (np. wartość towarów
o ilościach x1, x2, . . . , xn i cenach p1, p2, . . . , pn jest równa p1x1+p2x2+· · ·+
pnxn). Ustalane są również zależności funkcyjne, czyli zależności przyjęte
w modelu ex ante oraz warunki dotyczące równowagi bądź nierównowagi
(wzrostu, spadku) modelu.

3. Sprowadzenie warunków modelu do funkcji (równań) względem jednej lub
większej liczby zmiennych (mogą to być równania i nierówności liniowe,
różniczkowe, różnicowe lub całkowe).

W zastosowaniach ekonomicznych wyróżnia się następujące typy równań:

1. Równania behawioralne — określają sposób, w jaki zachowuje się zmien-
na w reakcji na przyrosty innych zmiennych. Równania te mogą być uży-
wane do opisu ogólnych uwarunkowań modelu, obejmujących aspekty tech-
nologiczne i prawne.

2. Równania definicyjne — określają równość dwóch wyrażeń mających
ten sam sens.

3. Warunki równowagi (lub dynamiki) — określają warunki równowagi
lub nierównowagi (wzrostu, spadku) modelu. Równania dotyczące warun-
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ków równowagi występują jedynie w modelach opisujących stany równo-
wagi, np. równowagi popytu i podaży; w przypadku analizy dynamicznej
równania mają za zadanie sformułowanie założeń wymaganych do uzyska-
nia pożądanych zmian.

Rozwiązanie modelu polega na wyznaczeniu wartości liczbowych odpowiadają-
cych żądanemu poziomowi stanu, wyznaczeniu warunków pozwalających na utrzy-
maniu danego stanu przez pewien czas bądź określeniu warunków koniecznych do
generowania pożądanych zmian. Prawidłowe rozwiązanie modelu powinno zawie-
rać również pozostałe zmienne, uzależnione w pewien sposób od wyznaczonych
wartości i określone na podstawie warunków modelu.


