OD AUTORA

Ksigzka, ktora trzymasz w reku, zawiera treSci nalezace do programu
przedmiotu badania operacyjne, zgodnie ze standardami nauczania
obowiazujacymi na kierunku Informatyka i Ekonometria.

Materiat zostat podzielony na siedem cze¢$ci sktadajacych si¢ z dwoch lub wigcej
rozdziatéw i obejmujacych wybrane zagadnienie z zakresu badan operacyjnych.
Kazdy rozdzial rozpoczyna si¢ czgsécig teoretyczng, wzbogacong o przyktady.
Przyktady (jak rowniez przypisy) sa integralng czeScig ksigzki i musza by¢
czytane w kolejnosci podanej w tekécie. Rozdzial zamykaja zagadnienia do
powtdrzenia, umozliwiajace usystematyzowanie wiedzy nabytej podczas
lektury, oraz zadania z odpowiedziami.

Poza przedstawieniem metod rozwigzywania réznego typu zadan z zakresu
badan operacyjnych, w ksigzce opisalem réwniez sposob rozwiazywania zadan
za pomoca dodatku Solver do aplikacji MS Excel. Nie jest to zapewne najlepsze
narzgdzie optymalizacyjne, jest jednak powszechne, a przede wszystkim
wspotpracuje z jedng z podstawowych aplikacji biznesowych, dzieki czemu
umiejetno$¢ jego wlasciwego wykorzystania staje si¢ bardzo cenna. W Dodatku
wspominam o innych narzedziach i podaj¢ adresy stron WWW, pod ktorymi
mozna znalez¢ wigcej informacji na ich temat.

ZRODLA

Podczas pisania tej ksigzki postugiwalem si¢ materiatami przygotowanymi do
prowadzonego przeze mnie wyktadu z przedmiotu badania operacyjne. Te
z kolei opracowalem na podstawie wiedzy wyniesionej z kilkuletnich studiow
nad przedmiotem. Trudno jest poda¢ konkretne pozycje literaturowe, na ktorych
si¢ opieralem. Czuj¢ si¢ jednak w obowigzku wymieni¢ te, ktore pamigtam
Z tytuhu. Sa to:

1. Bazaraa M.S., Sherali H.D., Shetty C.M., Nonlinear Programming,
Theory and Algorithms, Wiley, New York—Chichester—Brisbane—Toronto—
Singapore, 1993.

2. Grabowski W., Programowanie matematyczne, PWE, Warszawa 1980.

3. Ekonometria i badania operacyjne. Zagadnienia podstawowe, red.
B. Guzik, Materiaty Dydaktyczne AE w Poznaniu, Zeszyt 115,
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Poznaniu, Poznan 2002.

4. Ekonometria i badania operacyjne. Zagadnienia podstawowe, red.
B. Guzik, Materialty Dydaktyczne AE w Poznaniu, Zeszyt 51,
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Poznaniu, Poznan 1999.

5. Runka H., Programowanie matematyczne, czes¢ I, Programowanie
liniowe, Materialy Dydaktyczne AE w Poznaniu, Zeszyt 20,
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Poznaniu, Poznan 1997.

7



~

Runka H., Programowanie matematyczne, czes¢é 2, Programowanie
nieliniowe, Materiaty Dydaktyczne AE w Poznaniu, Zeszyt 18,
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Poznaniu, Poznan 1997.
Badania operacyjne, red. W. Sikora, PWE, Warszawa 2008.

Systo M.M., Deo N., Kowalik J.S., Algorytmy optymalizacji dyskretnej,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1999.



WPROWADZENIE

Badania operacyjne to dziedzina wiedzy $ciSle zwigzana Zz teorig
podejmowania decyzji. Doktadniej, zajmuje si¢ wyznaczaniem metod (czyli
algorytmow) pozwalajacych rozwigzywac problemy zwigzane
Z podejmowaniem optymalnych decyzji. Badania operacyjne mozna rowniez
zdefiniowaé nieco inaczej, jako dziedzine umozliwiajaca wyznaczanie za
pomoca modeli matematycznych metodyki rozwigzywania praktycznych
problemow.

W powyzszych definicjach nie zostaty uzyte stowa zarzadzanie ani ekonomia —
badania operacyjne bowiem znajduja zastosowanie w réznych dziedzinach
zycia. Z naszego punktu widzenia najistotniejsze sa jednak, oczywiscie,
zastosowania ekonomiczne, dlatego to o nich przede wszystkim przeczytasz
W dalszej czesci tej ksiazki.

Z badaniami operacyjnymi S$cisle wigze si¢ pojecie optymalizacji, czyli
wyznaczania najlepszych rozwigzan. Wigkszo§¢ problemow, ktérych
rozwiazywania nauczysz si¢ podczas lektury, jak i tych, z ktéorymi spotkasz si¢
w przysztosci, bedzie polega¢ na minimalizacji badZz maksymalizacji pewnej
funkcji (zwanej funkcjg celu, o czym dalej). Warto jednak pamigtaé, Zze nie
wszystkie zagadnienia sg formulowane 1 rozwigzywane na zasadzie
optymalizacji — niekiedy interesuje nas wyltacznie otrzymanie rozwigzania
lepszego niz aktualne albo wystarczajaco dobrego. W niniejszej ksigzce
koncentrujemy si¢ jednak przede wszystkim na optymalizacji.

Na pewno wiesz co nieco 0 przypadkach optymalizacji obserwowanej
w przyrodzie (cho¢ nie zawsze uswiadamianej). Wymienmy trzy przyktady.
Teoria ewolucji, najlepiej udokumentowana teoria dotyczaca powstania obecnie
znanego zycia na Ziemi, opiera si¢ na zasadzie doboru naturalnego — w skrocie
(bardzo duzym) mozna ja opisa¢ w ten sposob, ze jednostki najsilniejsze
przezywaja i przekazujg swoj materiat genetyczny dalej. Dzigki temu ostatecznie
optymalizowane sg poszczegdlne elementy organizmow, na przyktad drapiezniki
maja kly i pazury, latajace ptaki za$ — skrzydta. Na podobnej zasadzie (doboru
naturalnego) dziatajg algorytmy genetyczne, o ktorych przeczytasz dalej w tej
ksigzce. Innym przyktadem optymalizacji moze by¢ konstrukcja nici DNA
i RNA — kazda z nich jest zbudowana z czterech zasad, ktore trojkami koduja
aminokwasy. Daje to 64 mozliwe kody, co okazuje si¢ najtanszym (z punktu
widzenia liczby uzytych zasad) rozwigzaniem gwarantujacym zakodowanie
wszystkich niezbednych aminokwasdéw i zapewniajagcym bardzo mate ryzyko
zwigzane z przypadkowymi mutacjami. Za trzeci przyklad moga postuzyé
zachowania owadow spotecznych. Mrowki potrafig skutecznie wynajdowaé
najkrotsze trasy z mrowiska do zrodta pozywienia, pszczoty za$ przy konstrukcji
plastrow miodu minimalizujg ilo§¢ zuzytego materialu, wykorzystujac jako
podstawe ksztalt sze$ciokata foremnego. Wszystkie te zjawiska wytworzyty si¢
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oczywiscie po wielu milionach lat przystosowan i jako takie nie majg wiele
wspolnego z optymalizacja stosowang przez czlowiecka — uswiadomiong
i opierajaca si¢ w duzej mierze na zdobyczach matematyki wyzszej. Zdarza si¢
jednak, ze zasady ich dziatania sa uzywane do konstruowania algorytmow
stosowanych do rozwigzywania zagadnien z zakresu badan operacyjnych (na
przyktad wspomniane juz algorytmy genetyczne, algorytmy oparte na
tzw. inteligencji roju, w tym mrowkowe, czy tez sztuczne sieci neuronowe).
Poczatkow optymalizacji w dzisiejszym znaczeniu tego stowa nalezy si¢
doszukiwa¢ w starozytnosci. Juz wtedy decydenci starali si¢ minimalizowaé
koszty lub czas wykonywanych przedsiewzie¢ (gospodarczych badz wojennych)
albo maksymalizowa¢ osiagane przychody. Mozna rowniez wskaza¢ mniej
oczywiste problemy optymalizacyjne, ktore rozwigzywano prawdopodobnie bez
znajomosci dzisiejszych, szybkich metod. Wymienmy tylko dwa z nich:
optymalizacj¢ przedsigwzie¢ i zagadnienie pokrycia. Zarzadzanie projektem
(czyli inaczej optymalizacja przedsigwzigcia) na bardzo duzg skale miato
miejsce chociazby podczas budowy piramid i w trakcie wykonywania innych
poteznych projektow budowlanych w starozytnym Egipcie. Zagadnienie
pokrycia musieli z kolei rozwigzywaé w praktyce starozytni Rzymianie —
rozrastanie si¢ Imperium uniemozliwiato stacjonowanie legionéw we wszystkich
prowincjach, nalezato je ponadto grupowac tak, aby tworzyly silniejsze armie.
Problem sprowadzat si¢ wiec do tego, aby umieszczajac armie w jak
najmniejszej liczbie prowingji, zapewni¢ mozliwo$¢ ich dotarcia do wszystkich
prowincji w ustalonym, krotkim czasie.

Badania operacyjne i optymalizacja w dzisiejszym rozumieniu tych pojec
pojawialy si¢ sporadycznie od poczatku XX wieku, jednak ich prawdziwy
rozkwit nastapit podczas Il wojny swiatowej — znalazly zastosowania militarne
(stad zreszta pochodzi nazwa badania operacyjne). Do jednych z ciekawszych
osiggnig¢ badan operacyjnych z tamtego okresu zaliczy¢é mozna optymalizacje
wielkosci  konwojow morskich ptynacych z USA do ZSRR, tak aby
minimalizowa¢ odsetek BRT statkow zatapianych przez U-Boty.

Dzisiaj badania operacyjne znajduja swoje zastosowanie w zasadzie we
wszystkich dziedzinach zycia. Ws$rod zastosowan ekonomicznych, ktore
interesuja nas najbardziej, wymieni¢ nalezy przede wszystkim zastosowania
w finansach (na przyktad optymalizacja sktadu portfela), logistyce (na przyktad
optymalizacja dostaw i dystrybucji, zarzadzanie zapasami), zarzgdzaniu
projektami (na przyktad harmonogramy) i przetwarzaniu danych.

Z badaniami operacyjnymi wiaze si¢ pojecie algorytmu. Mozna go zdefiniowac
jako skonczony ciag czynnosci, ktore nalezy wykona¢, aby rozwigza¢ okreslony
problem. Samo stowo ,,algorytm” pochodzi od nazwiska perskiego uczonego
z VIII-IX wieku Al-Chwarizmi, ktéory migdzy innymi spopularyzowat cyfry
arabskie w §wiecie zachodnim i pierwszy stablicowat funkcje trygonometryczne.
Dziedzina wiedzy zajmujaca si¢ algorytmami i optymalizacja w waskim
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znaczeniu to programowanie matematyczne. Jezeli rozszerzymy optymalizacje
z modeli matematycznych na rzeczywiste zastosowania, otrzymamy obszar,
ktérym zajmujg si¢ badania operacyjne.

Majac dany problem (na przyktad ekonomiczny), jego rozwigzanie na gruncie
badan operacyjnych nastepuje w kilku krokach, ktore krotko omawiam ponize;j.

1. Sformulowanie problemu w jezyku naturalnym. Na tym etapie
nalezy zdefiniowa¢ doktadnie, na czym polega problem, a wiec okreslic,
co mamy zamiar optymalizowac (na przykltad minimalizowa¢ koszt lub
czas trwania projektu albo maksymalizowaé zysk) oraz jakie wystepuja
ograniczenia (czasowe, zasobowe, kadrowe, finansowe itd.). Nalezy tez
okresli¢, ktore wielko$ci wymagaja ustalenia, czyli ktore sg zmiennymi
decyzyjnymi (na przyktad wielko$¢ produkcji badz daty rozpoczecia
poszczegodlnych sktadowych projektu).

2. Stworzenie modelu matematycznego. Przypisujac poszczegdlne
elementy modelu zmiennym i parametrom, zapisujemy zwiagzki miedzy
nimi za pomocg roéwnan i nierownosci. Wskazujemy tez, ktore wielkosci
maja dazy¢ do minimum albo maksimum. Model matematyczny
nazywamy czesto zadaniem decyzyjnym.

3. Doboér odpowiedniej metody i rozwiazanie zadania. W tym miejscu
korzystamy z dorobku programowania matematycznego. Do danego
modelu matematycznego problemu decyzyjnego mozemy dopasowac
odpowiednig metod¢ i1 rozwigza¢ zadanie. Z punktu widzenia badan
operacyjnych zagadnienie ustalenia optymalnego asortymentu produkcji
i zagadnienie optymalnej diety dla posiadanej trzody to catkiem rézne
problemy. Z punktu widzenia programowania matematycznego ich
modele majg posta¢ zadan programowania liniowego, wigc stanowig ten
sam typ zagadnienia i mogg by¢ rozwigzane tymi samymi metodami.
Niekiedy bedzie konieczne wypracowanie wlasnej metody. Biorac pod
uwage stopien rozwoju programowania matematycznego i badan
operacyjnych, w takiej sytuacji najprawdopodobniej wystarczy, jesli
polaczysz kilka znanych algorytmow.

4. Przettumaczenie rozwigzania na jezyk naturalny. Postepujemy
odwrotnie niz w punkcie 2. Rozwigzanie postaci ,X; =2, X, =4"
wyrazamy za pomoca pojec, ktore odzwierciedlajg faktyczne znaczenie
poszczegdlnych zmiennych.

5. Analiza wrazliwosci. Jest to zespot czynnosci pozwalajacych ocenic,
jak zmienia si¢ rozwigzanie optymalne wraz ze zmiang parametrow.
Analiza wektorowa odpowiada na pytanie, co si¢ stanie z rozwigzaniem
optymalnym, gdy jeden Iub wigce] parametrow przyjmie okreslone
warto$ci. Analiza przedziatlowa z kolei informuje o tym, jak moze si¢
zmienia¢é wybrany parametr, aby rozwigzanie optymalne nie uleglo
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zmianie. Oba typy analizy wrazliwo$ci uzupelniaja sig, nie mozna
jednoznacznie stwierdzi¢, ze ktorys z nich jest lepszy badz petniejszy.

6. Wdrozenie. Otrzymane rozwiazanie nalezy wdrozy¢é w rzeczywistym
systemie. Jest to etap, ktorym nie bedziemy si¢ zajmowac.

Zadania decyzyjne mozna sklasyfikowa¢ na wiele sposobow. Dla przyktadu
przytocze trzy z nich.

1. Ze wzglegdu na charakter powiazan wystepujacych w zadaniu
wyr6ézniamy zadania programowania liniowego (PL) i zadania
programowania nieliniowego (PN). Zadania PL charakteryzuja si¢
tym, ze wszystkie powigzania (réwnania i nierOwno$ci) maja postac
funkcji liniowych. Jezeli chociaz jedna z rozpatrywanych funkcji jest
nieliniowa, mamy do czynienia z zadaniem PN.

2. Ze wzgledu na charakter parametrow wyrézniamy zadania
deterministyczne (w ktorych wartosci wszystkich parametrow sg z gory
znane), zadania programowania w warunkach ryzyka (w ktorych
przynajmniej jeden z parametréw nie jest znany, ale jest zmienng losowa
0 znanym lub mozliwym do oszacowania rozktadzie) izadania
programowania w warunkach niepewnosci (W ktorych przynajmniej
jeden parametr jest zmienng losowa o nieznanym i niemozliwym do
oszacowania rozktadzie).

3. Ze wzgledu na liczbe kryteriow wyrézniamy zadania programowania
jednokryterialnego i zadania programowania wielokryterialnego
(niekiedy méwimy o optymalizacji jednocelowej i wielocelowej).

Elementami problemu decyzyjnego sa zmienne decyzyjne i parametry.
Zmiennym przypisujemy wielko$ci, ktore chcemy ustali¢, na przyktad wielko$¢
produkcji poszczegélnych wyrobow czy tez moment dostawy towaru do
magazynu. Parametry to wartosci, ktorych wielko§¢ nie zalezy od decydenta
(przynajmniej w okresie, ktory dotyczy danego problemu decyzyjnego), na
przyktad ceny, zasoby surowcow, popyt na wyroby gotowe itp. Za pomocg
zmiennych 1 parametréw, przy wykorzystaniu roznych funkcji, zapisuje si¢
rOwnania i nierdwnoS$ci, opisujace ograniczenia, czyli tak zwane warunki
ograniczajgce. Zapisuje si¢ tez jedng lub wiecej funkcji, ktorej wartos¢ ma by¢
minimalizowana lub maksymalizowana. Mowa tu o funkcji celu (funkcjach
celu) lub inaczej funkcji kryterium (funkcjach kryterium). Rozwiazania, ktore
spelniaja  wszystkie warunki ograniczajace, tworza zbior rozwigzan
dopuszczalnych (ZRD). To sposréd rozwigzan dopuszczalnych, ktore
maksymalizuje (badZz minimalizuje, w zaleznosci od przyjetych zatozen) wartos¢
funkcji celu, nazywamy rozwiazaniem optymalnym. Uwaga: problem
decyzyjny moze mie¢ wigcej niz jedno rozwigzanie optymalne (nawet
nieskonczenie wiele). Moze si¢ tez zdarzy¢, ze nie istnieja zadne rozwiazania
optymalne. Sytuacja taka moze zaj$¢ z jednego z dwoch powodow. Pierwszy
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Z nich zachodzi, gdy zbior rozwigzan dopuszczalnych jest pusty, czyli gdy uktad
rownan i nieréwno$ci bedacych warunkami ograniczajagcymi jest sprzeczny.
Mowimy wowcezas, ze zadanie jest sprzeczne. Druga mozliwa przyczyna to
sytuacja, gdy zbidr rozwigzan dopuszczalnych jest nieograniczony w kierunku,
w ktorym polepsza si¢ wartos¢ funkcji celu. W takim wypadku funkcja celu
moze by¢ maksymalizowana do plus nieskonczonosci lub minimalizowana do
minus nieskonczonosci. Zadanie ma wowczas rozwigzania dopuszczalne, jednak
nie ma optymalnego (gdyz dla dowolnego rozwigzania mozna wskazac
rozwigzanie lepsze od niego). W takiej sytuacji méwimy, ze zadanie jest
rozbiezne.

ZAGADNIENIA DO POWTORZENIA

1. Wymien i omow sposoby klasyfikacji zadan decyzyjnych.

2. Wymien i omdéw etapy rozwigzywania zadan na gruncie badan
operacyjnych.

3. Wymien i oméw sktadowe problemu decyzyjnego.
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