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Zatem HB umozliwia liniowg interpolacje odwrotnosci funkcji przezycia. W szcze-
gblnosci dla n = 0 otrzymujemy:

Py

= 1.68

uPx u+(1-u)-p, (1.68)
u-q,

= 1.69

ux u+(-u) p, (1.69)

Podobnie jak w HCFM zmienne S, i K nie sg niezalezne.
Najwazniejsze zalezno$ci dla rozktadu przysziego czasu zycia wynikajace z przy-
jetej hipotezy interpolacyjnej zestawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Zaleznosci miedzy prawdopodobienstwem przezycia, zgonu
i intensywnoscia Smiertelnosci dla réznych hipotez interpolacyjnych

HU HCFM HB
uPx I-u- 4dx (px)u _ P
1-(1-u)q,

udx u-q 1_(px)u U-gy
1-(1-u)q,
,“x(”) 9x —Inp x _9x
l-u-q, 1-(1-u)q,

Zrodto: opracowanie wlasne.

Uogolniona hipoteza interpolacyjna

Przedstawione wyzej hipotezy interpolacyjne mozna uogolni¢ przez wprowadzenie
dodatkowego parametru a.,, zaleznego od wieku, ktory pozwala elastycznie dopa-
sowac sposob interpolacji rozktadu przysztego czasu zycia w roznych przedziatach
wiekowych (Jones i Mereu, 2000). Intensywnos$¢ $miertelnosci w uogélnione;j hi-
potezie interpolacyjnej przyjmuje postac:

1_(p[x]+n)ax
u (n+u)= ax[l—u+u-(p[x]+n)ax} (1.70)

_1np[x]+n’ a, =0
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Tradycyjne hipotezy interpolacyjne sg szczegdlnym przypadkiem uogdlnionej hi-
potezy, wzor 1.70 redukuje si¢ bowiem:

— dlaa,=1do HU (1.57),

— dlaa,=0do HCFM (1.61),

— dlaa, =-1do HB (1.66).
Znak parametru a przesadza o nachyleniu intensywnosci $miertelnosci w prze-
dziale (n, n + 1). Intensywnos¢ $miertelno$ci jest rosngca dla @ > 0, malejaca dla
o, <01 stata dla a, = 0. Natomiast wartos¢ bezwzgledna o decyduje o wielkosci
zmiany intensywnos$ci $miertelnosci pomiedzy weztami.

Réwnowaznie uogolniong hipoteze mozna zapisa¢ za pomocg prawdopodo-
bienstwa przezycia:

npx|:1_u+u(p[X]+n)ax:|ax’ o, #0 (1.71)

n+upx:

npx(p[x]+n)u9 (szo

Analogicznie jak w przypadku intensywnosci Smiertelnosci wzor (1.71) uprasz-
cza si¢:

— dlaa,=1do HU (1.56),

— dlaa, =0do HCFM (1.62),

— dlaa, =-1do HB (1.65).

Hipotezy interpolacyjne sg bardzo istotne z teoretycznego punktu widzenia, po-
zwalaja bowiem na uzasadnienie sposobu wyznaczania warto$ci posrednich pod-
stawowych wspotczynnikéw demograficznych. Natomiast z praktycznego punktu
widzenia wybor konkretnej hipotezy interpolacyjnej nie ma wigkszego znaczenia,
poniewaz dajg one podobne przyblizenia. W tabeli 2 zamieszczono wartosci funk-
cji przezycia ,p, dlat € [65,66], wyliczone dla r6znych hipotez interpolacyjnych.
Uzyskane prawdopodobiefstwa rdznig si¢ od siebie niewiele, nie wigcej niz o 1075,
Podobne wyniki otrzymuje si¢ dla innych prawdopodobienstw brzegowych.

Tabela 2. Interpolacja funkcji przezycia ,p, dla réznych hipotez interpolacyjnych

n+u 65 65,25 65,5 65,75 66
65+ uPo | HU 0,97596000 | 0,97519250 | 0,97442500 | 0,97365750 | 0,97289000
HCFM | 0,97596000 | 0,97519159 | 0,97442379 | 0,97365659 | 0,97289000
HB 0,97596000 | 0,97519069 | 0,97442258 | 0,97365569 | 0,97289000

Prawdopodobiefistwa brzegowe ¢sp 1 P dla mezczyzn w Polsce.

Zrédto: obliczenia wlasne na podstawie: Human Mortality Database, 2018.
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Rys. 1. Interpolacja funkcji natezenia Smiertelnosci dla roznych hipotez
interpolacyjnych
Zrodto: obliczenia wiasne na podstawie: Human Mortality Database, 2018.

Réwniez intensywnosci zgondw interpolowane dla trzech omawianych hipotez
r6znig si¢ w niewielkim zakresie. Rysunek 1 jest ilustracjg graficzng funkcji nateze-
nia $miertelnosci dla roznych hipotez interpolacyjnych okre§lonych dla m¢zczyzn
w 65 roku zycia. Dla HU nat¢zenia zgonow rosng, dla HB maleja, a w przypadku
HCFM sa rzecz jasna funkcja statg. Niemniej rdznice na krancach badanego prze-
dziatu nie przekraczaja 1076,

W praktyce aktuarialnej dane sg czgsto ograniczone dla wielkosci | p, dla
n =0, 1, ..., zatem znany jest obciety czas zycia 0-latka. Przyjmujac hipoteze
agregacji, mozna wyznaczy¢ , p.dla wszystkich dodatnich i catkowitych x, co jest
réwnoznaczne z ustaleniem rozktadu obcigtego czasu zycia dla wszystkich x-lat-
kéw. Hipotezy interpolacyjne pozwalajg ustali¢ przebieg funkcji , p, w przedzia-
tach (n, n + 1), jedynie na podstawie wartosci brzegowych p i . |p.. Hipotezy
interpolacyjne sg sformutowane dla ustalonego wieku x-latka, ale zaktada sie, ze ta
sama hipoteza obowigzuje dla wszystkich x > 0. Dzi¢ki temu zyskuje si¢ zgodnos¢
pomigdzy HJP a omawianymi hipotezami interpolacyjnymi. Zgodno$¢ oznacza, ze
oba ponizsze sposoby ustalania ,p,:

— w pierwszym kroku interpolacja funkeji p,, a nastepnie wyznaczenie na pod-
_t+x Py

xPo
— w pierwszym kroku wyliczenie na podstawie HA | p, dla x catkowitych do-
datnich, a nastgpnie przez interpolacj¢ wyznaczenie ,p,_dla pozostatych nie-

catkowitych >0,
prowadzg do uzyskania tych samych wartosci.

stawie HIP , p dla wszystkich ¢ > 0,
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1.3. Tablice trwania zycia

Kohorta to grupa wyodrebniona na podstawie wspdlnie przezytego zdarzenia de-
mograficznego lub spotecznego w $cisle okreslonym miejscu i czasie. Jesli tym
wspolnym wydarzeniem jest urodzenie, to kohort¢ nazywa si¢ generacja.

Tablica trwania zycia (TTZ) jest liczbowym opisem wymierania kohorty lub
generacji. Formalnie tablicg trwania zycia, zwigzang z funkcjg przezycia s(¢), na-
zywamy zbidr liczb nieujemnych {7}, .  spelniajgcych zaleznos¢:

[
s()y=L,t>0 (1.72)
ly

gdzie [ to poczatkowa liczebno$¢ kohorty, a /, jest liczbg 0sob, ktore dozyja wie-
ku ¢. Powyzsza definicja moze mie¢ zastosowanie zaréwno do ciaglej, jak 1 dys-
kretnej zmiennej losowej opisujacej czas zycia.

Dla TTZ spetniajacych zalezno$¢ 1.72, mozna wyprowadzié nastepujace zwiaz-
ki ze zmienng losowa czasu zycia T

lO _lt
P(Ty<t)=Fy(t)=1-s() = 7 (1.73)
0

1-F,(s+1) !
05+ _ S >0 (1.74)
1-Fy(s) |

N

P(Ty>t+s|Ty>s)=

E(Ty)=¢, = j(l—FO(t))dr - js(t)dt :lljztdr (1.75)
0 0 00

F® _—s@__1dl,

o TR TITR ) s 1 dr

, 1,>0 (1.76)

Przyjecie HIP pozwala na wyznaczenie z TTZ dla wszystkich x-latkow. Zatdézmy
bowiem, ze zachodzi HIP oraz {1}, . , jest TTZ, wowczas {[. |}, ¢ jest TTZ
x-latka, mamy wiec:

» :s(x+t):lx+t
Y s(x) !

X

>0 (1.77)
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Tym samym zaleznos$ci opisane wzorami 1.74—1.76 mozna wyprowadzi¢ dla roz-
ktadow T:

X+s+t
tpx+s:l—’lx+s>0 (1.78)
xX+s
1%
%:745@@§>0 (1.79)
x
1 dlx+t
u(t)y=————,1.,,>0 (1.80)
¥ lx+t dt o

Jak wspomniano w podrozdziale 1.2, w praktyce nie operuje si¢ doktadnymi
dlugo$ciami przedzialow czasowych, ograniczajac si¢ do liczby pelnych lat. Dlate-
go tez najczesciej stosowane s3 TTZ zwigzane z obcietym czasem zycia K, skon-
struowane przy zatozeniu HA. Wowczas zbior {/,}, .  staje si¢ ciagiem. Niech
{I.}% _ o bedzie TTZ zmiennej K

A
Pmb>m_ L k=0,1.. (1.81)
O

Wowcezas {[, | x}?{oz oJest TTZ zmiennej K, to znaczy:

_lx+k
kpx_ l
X

L k=0,1,...,1.>0 (1.82)

Tablica {/, }}°_, jest TTZ 0-latka, dodatkowo mozna zastgpi¢ ciag nieskonczony cig-
giem skonczonym. Jesli /.= 0 dla pewnego x, to dla wszytkich y > x rowniez ly =0.

Tym samym mozna za%ozyc istnienie maksymalnego wieku w = min{k: [, = 0},

uzyskujac tablice {lk} P (gd21e na 0g01 @ = 110). Tablice trwania zycia zbudo-
wane dla wszystkich K (x =0, 1, — 1) na podstawie TTZ 0-latka przy zato-
zeniu HA nazywane sg zagregowanymi tablicami trwania zycia.

W zagregowanych TTZ podawane sg najcze$ciej tylko wartosci {/ k}z):_(l) 1ewen-
tualnie inne wartosci, ktore mozna wyznaczy¢ za pomoca /,, to znaczy roczne
prawdopodobienstwa zgonu, roczne prawdopodobienstwo przezycia, oczekiwany
przyszty czas zycia oraz $rednig liczbe zgonow w wieku k lat z poczatkowej ko-
horty. T¢ ostatnig wielko$¢ mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

d=1,~1,, (1.83)
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Dla pozostatych zmiennych prawdziwe sg nastepujace zaleznosci:

qx:l_x:—x l“ (1.84)
X X
[
p, = (1.85)
lx
Loyl ot L+L ...
e = X+ Zx+ _ X xl+ _1 (1.86)
X X

Wykorzystujac zaleznosci 1.48 1 1.84, mozna rowniez oszacowacé roczne wspot-
czynniki zgonu:

dy
> — qx _ lx _ dx
e U I A (1.87)
l-—q, 1-—-% [ ——

Ze wzgledu na sposob ustalania wartos$ci tablicy {/ k};’:—(l) wyroznia si¢ dwa ro-
dzaje tablic trwania zycia:

— kohortowg (wzdtuzng), ktora obrazuje rzeczywisty proces wymierania wy-

branej generacji,

— okresowg (przekrojowa), ktora przedstawia hipotetyczny proces wymierania
populacji (tzw. kohorty hipotetycznej) na podstawie obserwacji umieralnosci
roznych generacji w pewnym okresie.

Zatem w tablicy kohortowe;j ciag [y, [}, ... [, | wyznaczany jest na podstawie
obserwacji wzdtuznej (w czasie) liczby osob pozostajacych przy zyciu w wieku
1,2, ..., -1 lat z poczatkowej liczby /,. Natomiast, jesli rejestry statystyczne
gromadzg informacje o czgstotliwo$ci zgondw w réznym wieku (przekrojowo) ob-
serwowane w pewnym okresie (np. roku), a nastepnie na ich podstawie wyznacza-
ne sg oczekiwane liczby os6b dozywajace wieku 1, 2, ..., o — 1 lat z hipotetyczne;j
(syntetycznej) kohorty, mamy do czynienia z tablicg okresowa.

1.4. Inne wspolczynniki demograficzne

Do badania zmian trendéw demograficznych, oprocz analizowania wspotczynnikow
zwigzanych z wymieraniem populacji, wykorzystywane sg rOwniez inne wskazni-
ki. Ogolna zasada budowy wspotczynnikéw demograficznych jest taka sama, jak
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w przypadku tak zwanych miernikdw natezenia. To znaczy, ze liczony jest stosu-
nek liczby badanych zdarzen demograficznych do liczby okreslajacej wielkosci
badanej zbiorowosci, w ktorej zachodzg te zdarzenia, co formalnie mozna zapisac:

F
W=—-C 1.88
7 (1.88)

gdzie:

W —wspotczynnik demograficzny,

F — ogo6lna liczba badanych zdarzen,

L — ogo6lna ($rednia) liczba ludnos$ci badanej zbiorowosci (Komisja Statystycz-
na ONZ zaleca, by przyjmowac stan ludnosci w §rodku roku, na dzien 30
czerwca, lub $rednig arytmetyczng ze stanu na poczatku i koncu roku),

C — stata zwickszajaca czytelnos¢ uzyskanego wspotczynnika (na ogot rowna
1, 100, 1000 lub 10 000).

Wspotczynniki obliczone wedlug wzoru 1.88 nazywane sg wspdlczynnika-
mi surowymi (crude rate) w odroznieniu od omoéwionych dalej wspdtczynnikow
standaryzowanych.

Badane zbiorowos$ci bywaja dodatkowo rozrozniane na zasoby (np. liczba lud-
nosci, kobiet, m¢zczyzn) oraz zdarzenia zachodzace w tych zbiorowosciach, ktore
nazywane sg strumieniami (np. liczba urodzen, zawartych matzenstw). Wspotczyn-
niki demograficzne mogg by¢ zatem wyznaczane jako relacje:

— zasobu do zasobu (np. udziat kobiet w ogdlnej liczbie ludnosci),

— strumienia do strumienia (np. stosunek liczby urodzen zywych w danym

okresie do liczby zgondéw w tym okresie),

— strumienia do zasobu (np. liczba urodzen zywych do liczby kobiet).

Z kolei ze wzgledu na szczegdlowos¢ ujecia badanego zjawiska wyrdzniamy
wspolczynniki demograficzne:

— ogolne,

— czastkowe.

Wspoélczynniki demograficzne ogdlne sg obliczane dla catej populacji, czast-
kowe za$ dla grup badanej populacji (subpopulacji), wyréznionych wg kryterium
istotnego ze wzgledu na cel badania, na przyktad wieku czy plci. Wspdtczynniki
czastkowe mozna wyznaczy¢, korzystajac z analogicznej do 1.88 zaleznosci:

waiy=L0 ¢ (1.89)
L(i)
gdzie:
W(i) — czastkowy wspolczynnik demograficzny,
F(i) —liczba badanych zdarzen w subpopulacji,
L(i) — liczebno$¢ subpopulacji.
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Rys. 15. Powierzchnie wymieralnosci w wybranych krajach dla mezczyzn

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie: Human Mortality Database, 2018.
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przekrojow w danych latach powigzane sg z epizodami zwigkszonej Smiertelnosci
(Pitacco i in., 2009).

Na wykresach zamieszczonych na rysunkach 14 i 15 mozna zauwazy¢, ze po-
wierzchnia dla wyzszych przedziatlow wiekowych, poczawszy od 80 roku zycia,
charakteryzuje si¢ wicksza gtadkoscig. Wynika to z omdéwionej w podrozdziale
2.4 procedury wygladzania wykorzystywanej przy budowie bazy HMD. Analiza
wspotczynnikow umieralnosci dla wyzszych przedziatow wiekowych stanowi duze
wyzwanie, niemniej kilka badan demograficznych pozwolito na wypracowanie
konsensusu odnos$nie do nachylenia krzywej umieralnos$ci dla oséb w zaawanso-
wanym wieku. Udokumentowano, Ze natezenie wymierania 0sOb w starszym wie-
ku ros$nie powoli, przez co krzywa umieralnos$ci jest niemal ptaska. Spowolnienie
tempa wzrostu umieralno$ci mozna wyjasni¢ przez selektywne przezywanie osoéb
zdrowszych (Pitacco i in., 2009). Innymi stowy, jednostki stabsze umierajg wczes-
niej, przed osiggnigeciem 80 roku zycia, natomiast pdzny wiek osiggaja osoby o sto-
sunkowo dobrym stanie zdrowia.

Wartos$ci rocznych wspodtczynnikow zgonu wskazuja, ze rozktad liczby zgo-
now jest na ogoét dwumodalny. Pierwsza moda umiejscowiona jest na lewym
koncu rozktadu (dla wieku 0) 1 wigze si¢ ze $miertelnoscig noworodkéw. Nato-
miast druga moda, polozona blizej prawej krawedzi rozktadu, a determinowana
Smiertelnoscig w starszych przedziatach wiekowych, jest nazywana modalnym
wiekiem w chwili zgonu lub normalnym wiekiem w chwili zgonu. Wielkos$¢ te
mozna interpretowac jako wiek, ktoremu odpowiada najwigksza liczbg zgonow
w$rdd dorostych.

W krajach o wysokiej $miertelnosci moda dla wieku O jest wigksza niz moda
dla dorostych, natomiast w krajach rozwinigtych, o niskiej $miertelnosci, ta zalez-
nos$¢ jest odwrotna. Na przyklad we Francji liczba zgonéw dla modalnego wieku
w chwili zgonu przekroczyta liczbe zgondéw noworodkow w 1953 roku w przypad-
ku kobiet, a w 1960 roku w przypadku mezczyzn. Natomiast w Polsce taka zmiana
miata miejsce w 1965 1 1974 roku odpowiednio dla kobiet i mezczyzn.

Modalny wiek w chwili zgonu jest uzytecznym wskaznikiem dtugosci zycia.
W odr6znieniu od $redniej i mediany wieku w chwili §mierci oraz oczekiwanej diu-
gosci zycia w momencie narodzin jest on zdeterminowany wytacznie przez Smier-
telnos¢ w wyzszych przedziatach wiekowych. Ta cecha ma szczegdlne znaczenie,
poniewaz jak wskazano w podrozdziale 2.1, wzrost dlugowiecznosci w ostatnich
dekadach jest spowodowany gtéwnie zmniejszeniem $Smiertelno$ci osob starszych.
Co prawda oczekiwana dtugos¢ zycia dla wybranych lat (np. 60 czy 65 lat) rowniez
nie jest obcigzona $miertelno$cig noworodkéw. Nie jest jednak wolna od arbitral-
nosci w wyborze wieku, dla ktérej ma by¢ wyznaczona, a zmiany w warunkowe]
oczekiwanej dhugosci zycia sg bardzo zalezne od wieku, dla ktorego sg wyznaczane.
Modalny wiek w chwili zgonu nie jest obcigzony ta wadg. Ponadto zmiany warun-
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kowych oczekiwanych dtugosci zycia nie doszacowujg przesunie¢ w $miertelnosci
0s0b starszych, ktore sg doktadnie odzwierciedlone w zmianach mody (Horiuchi,
Ouellette, Cheung i Robine, 2013).

Rozktad liczby zgonow, oprocz dwumodalnosci, charakteryzuje si¢ lewostron-
ng skosnoscig, co powoduje, ze modalny wiek w chwili zgonu jest wiekszy od
oczekiwanej dtugosci zycia w momencie narodzin, natomiast mediana wieku jest
zlokalizowana miedzy nimi. W krajach o wysokiej $miertelno$ci noworodkow
oczekiwana dlugo$¢ zycia w momencie urodzenia nie przekracza 40 lat, a mo-
dalny wiek w chwili $mierci jest wyzszy nawet o 30 1 wigcej lat (Cheung, Robine
1 Caselli, 2008). W krajach rozwinigtych wartos$ci tych trzech wskaznikow miesz-
cza si¢ w wezszym przedziale, ktory wynosi okoto 5 lat w przypadku kobiet 1 7
w przypadku mezczyzn. W tabeli 10 mozna przesledzi¢, jak ksztattowaty si¢ oma-
wiane wielko$ci w wybranych krajach w 2013 roku. Zauwazmy, ze réznice mig-
dzy ptciami dla modalnego wieku w chwili $§mierci sg mniejsze niz w przypadku
oczekiwanej dlugosci zycia w momencie narodzin. Dzieje si¢ tak dlatego, Ze ocze-
kiwana dtugo$¢ zycia w momencie narodzin uwzglednia $miertelno$¢ we wszyst-
kich grupach wiekowych, a zatem $miertelno$¢ noworodkow, ktora jest wigksza
w$rod chtopcow niz dziewczat.

Tabela 10. Modalny wiek i mediana wieku w chwili Smierci oraz oczekiwany czas
zycia noworodka w 2013 roku

Wkai. Polska Czechy Slowacja Wegry
nik kobiety CI;I;ZZI;l kobiety :Zr;?zzl;l kobiety :;;ZZI;I kobiety clzn)?;l
M 87 82 86 85 84 81 86 78
M, 84 75,7 83,8 71,7 82,9 75,4 82,1 74,4
€ 80,9 73,0 81,2 75,2 80,0 72,9 79,0 72,1
Niemcy Francja Szwecja Wielka Brytania
kobiety cl;l;zzrll kobiety crzn;zZl; kobiety CI:;ZZI;I kobiety clzn)?;;
M 88 85 91 88 89 84 87 86
M, 85,8 81,3 88,3 82,5 86,4 83,1 85,6 82,2
€ 82,87 78,22 85,03 78,76 83,71 80,1 82,78 79,01
Oznaczenia:

M — modalny wiek w chwili $mierci.
M, — mediana wieku w chwili $mierci.
e, — oczekiwany czas zycia noworodka.

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie: Human Mortality Database, 2018.
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Rys. 16. Rozklad zgonow kobiet po 1950 roku
Zrédto: opracowanie whasne na podstawie: Human Mortality Database, 2018.
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Rys. 17. Rozklad zgonow mezczyzn po 1950 roku
Zrédto: opracowanie whasne na podstawie: Human Mortality Database, 2018.
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Rozdzial 3

MODELOWANIE SMIERTELNOSCI - UJECIE
HISTORYCZNE

Pytanie, jak dtugo bedzie trwac zycie, z pewnoscig towarzyszy cztowiekowi od
zarania dziejow. Przez dtugi czas byt to problem o charakterze filozoficznym, ale
nabrat wymiaru praktycznego w momencie pojawienia si¢ renty dozywotniej. Ko-
nieczno$¢ wyplacania danej osobie okreslonej sumy pieni¢znej az do §mierci nasuwa
pytanie, jak dlugo takie ptatnosci beda trwaly, jaka bedzie zatem ich tgczna wartos¢.

3.1. Starozytnos¢

Renty majg starozytny rodowod, z pewnoscig znane byty juz Rzymianom (Macken-
zie, 2006). Poniewaz w Owczesnym czasie renty mogty by¢ zapisywane w spadku,
konieczne bylo ustalanie ich warto$ci, by wyliczy¢ wysoko$¢ podatku spadkowe-
go oraz sprawdzi¢, czy wypetniono powinnosci wobec spadkobiercow>*. Obowia-
zujace w Cesarstwie Rzymskim na poczatku III wieku n.e. prawo zaskakujaco,
z obecnej perspektywy, regulowato sposob ustalania wartosci renty dozywotniej.
Oto6z jesli otrzymujacy rente byt w wieku lat 30 lub mtodszy, to roczng ptatnosé
przemnazano przez 30. Natomiast w przypadku gdy otrzymujacy rent¢ byt w wie-
ku 31-60 lat, roczng ptatno$¢ przemnazano przez rdéznice migdzy 60 a wiekiem
uposazonego. Powyzej 60 roku zycia warto$¢ renty wynosita 0. Zatem Rzymianie
dostrzegali koniecznos¢ zmniejszania wartosci renty dozywotniej wraz ze wzro-
stem wieku uposazonego. Ich intuicja — usystematyzowane badanie tego zjawiska
pojawito si¢ bowiem nieco pdzniej — byta prawidlowa. Wspoiczesnie wiadomo, ze
warto$¢ renty dozywotniej w najwigkszym stopniu jest zdeterminowana dalszym
oczekiwanym trwaniem zycia pobierajacego rente. Oczekiwane dalsze trwanie zy-

24 Ustawa Falcydyjska, lex Falcidia (40 r. p.n.e.) zapewniata spadkobiercom wysoko$¢ spadku
w wysokosci co najmniej 4 jego wartosci (tzw. kwarta Falcydyjska).
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cia zmniejsza si¢ wraz z wiekiem, zatem im starszy jest uposazony, tym mniejsza
liczbe ptatnosci otrzyma. Niemniej opisywana wyzej reguta prawa rzymskiego
powoduje bardzo szybki spadek warto$ci renty dozywotniej. Na przyktad wartos¢
renty dla ustalonej rocznej ptatnosci jest dla 52-latka dwukrotnie wigksza niz dla
56-latka. Jak zauwaza Mackenzie (2006), nawet w Rzymie w I wieku n.e. ocze-
kiwane dalsze trwanie zycia osoby w wieku 52 1 56 lat prawdopodobnie nie r6zni-
to si¢ tak bardzo. Co wigcej, dla 60-latka oczekiwane dalsze trwanie zycia raczej
nie bylto rowne 0. Zapewne te paradoksy doprowadzily do zaproponowania przez
prawnika Ulpian325 zmodyfikowanej wersji reguly wyznaczajacej wartos¢ renty
dozywotniej, ktéra lepiej oddawata wptyw wieku uposazonego na t¢ warto$¢. W ta-
beli 11 zestawiono mnozniki uzywane do wyznaczania wartosci rent dozywotnich
w regule Ulpiana 1 obowigzujacej wczesniej metodzie, okreslonej mianem regutly
zwyczajowej. Ulpian niekiedy uznawany jest za pierwszego tworce tablic trwania
zycia. Jednak stwierdzenie to jest zbyt daleko idace. Podane przez niego wspot-
czynniki sg powigzane z oczekiwang dtugos$cia trwania zycia otrzymujgcego rente,
mozna na ich podstawie nawet oszacowac dalsze trwanie zycie, ale z pewnoscig za-
warte w tabeli 11 dane nie sg tablicg trwania zycia we wspdiczesnym rozumieniu.

Tabela 11. Tablice przeliczeniowe dla rent dozywotnich: zwyczajowa i Ulpiana

Wiek uposazonego Regutla Ulpiana Regula zwyczajowa
0-19 30
20-24 28 30
25-29 25
30-34 22
35-39 20
4049 60—x—1 60—x
50-54 9
55-59 7
60— 5 0

Zrodto: Frier, 1982.

3.2. Czasy nowozytne — poczatki demografii i matematyki
aktuarialnej

Upadek Cesarstwa Rzymskiego spowodowal regres stosunkow spotecznych, po-
dobnie jednak jak wiele innych instytucji prawa rzymskiego, réwniez renty dozy-
wotnie byly wykorzystywane w sredniowiecznej Europie. Nie uzywano wowczas

2 Domicjusz Ulpian (?—223) rzymski prawnik i pisarz.



3.2. Czasy nowozytne — poczatki demografii i matematyki aktuarialnej 91

nazwy renta czy annuita. Funkcjonowato okreslenie census, ktérym okreslano
kazda umowe dotyczaca strumienia platnosci lub $wiadczen w naturze. Mimo do-
wodow, ze tabele Ulpiana nie zostaty zapomniane, warto$¢ rent dozywotnich byta
ustalana bez odniesienia do wieku. Na poczatku XV wieku renty dozywotnie ofe-
rowatl Kosciot, arystokracja, a takze miasta we Wloszech, Niemczech czy Nider-
landach?®. Sprzedaz rent wykorzystywana byta do pozyskiwania kapitatu; byt to
substytut obligacji, ktorych jeszcze nie znano. Warto$¢ rent zmieniata si¢ w czasie
1 przestrzeni, 1 byta uzalezniona od stopy procentowej. Trudno odmowi¢ racjonal-
no$ci nabywcom takich rent, ktorzy ze wzgledu brak wplywu wieku na ceng renty,
czesto wybierali zdrowe dzieci jako uposazonych (Poitras, 2000).

Do uwzgledniania wieku przy wyznaczaniu wartosci rent dozywotnich powréco-
no dopiero w 2. potowie XVII wieku. Zanim do tego doszto, mialy miejsce bardzo
istotne dla rozwoju demografii wydarzenia i odkrycia, niezwigzane bezposrednio
z rentami. Ot6z kupiec blawatny John Graunt zainteresowat si¢ londynskimi wyka-
zami zgonow (Bills of mortality). Sporzadzanie wykazow zapoczatkowano w 1592
roku, po jednej z zaraz, a od roku 1603 regularnie zbierano potrzebne dane z tere-
nu kazdej londynskiej parafii, a takze z parafii sgsiadujacych z Londynem. Wykaz
zgonow byt jednym z elementow wczesnego ostrzegania przed regularnie wybu-
chajacymi epidemiami dzumy, ktore ngkaly Europe od XIV w. Wykazy zgonow
wydawano co tydzien; dokument ten zawierat liste osob, ktdre zmarly w tygodniu
poprzedzajacym publikacje, wraz z przyczyng zgonu. Ponadto do listy zgonow do-
taczany byt wykaz nowo ochrzczonych dzieci. Graunt, ktory urodzit si¢ 1 zyt w Lon-
dynie, miat Swiadomos$¢ tworzenia takich wykazow, ale poczatkowo poswiecal im
niewiele uwagi. Po6zniej, jak sam okreslit, doznal objawienia i postanowit zestawi¢
informacje zawarte wykazach zgonéw za pomocg tabel (Weisberg, 2014). Przed-
stawienie tego typu danych w postaci tabelarycznej z pewnoscia byto pomystem
bardzo innowacyjnym. Podkresli¢ tez nalezy, ze Graunt nie miat zadnego przygo-
towania matematycznego, poza umiejetnosciami rachunkowymi niezbednymi do
prowadzenia dziatalnosci kupieckiej. W roku 1662 Graunt opublikowat prace Natu-
ralne i polityczne obserwacje dokonane na wykazach zgonow (Natural and Political
Observations Made Upon the Bills of Mortality), ktéra niemal natychmiast zostata
zauwazona 1 doceniona. Prezentacja dzieta w Towarzystwie Krolewskim (Royal
Society) zapewnita Grauntowi cztonkostwo tej szacownej instytucji (Hald, 2003).

Jednym z najszerzej komentowanych efektow pracy Graunta byta tablica przed-
stawiajacg wymieranie w 100-osobowej grupie (tab. 12). Nalezy przy tym zazna-
czy¢, ze tablica ta jest przez wielu blednie uwazana za opartg na rzeczywistych
danych o $miertelno$ci. Trzeba jednak pamigtac, ze informacje, ktorymi dyspo-

26 Na przyktad Wenecja juz w XIII w., a Amsterdam od roku 1402 oferowaty renty dozywotnie,
ktorych cena nie zalezata od wieku.
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nowat Graunt, byly bardzo ograniczone — zestawienia zgondw nie zawieraty in-
formacji o wieku zmartego (Weisberg, 2014), skupiaty si¢ przede wszystkim na
przyczynach zgondw, obejmujac ich az 81 (Hald, 2003).

Wynikajaca z tabeli 12 implikowana $miertelno$¢ przedstawia do$¢ ponury ob-
raz zycia w XVII-wiecznym Londynie. Nie jest mozliwe zweryfikowanie, na ile
tablice Graunta sg wiarygodne, niemniej nie wzbudzaly zdziwienia u jego wspot-
czesnych (Weisberg, 2014).

John Graunt zmart w 1674 roku, ale pozostawit po sobie znaczacg spuscizng,
a jego praca stala si¢ zaczynem dla trzech roznych rodzajéw badan (Hald, 2003):

— arytmetyki politycznej,

— badania trwatos$ci wskaznikow statystycznych,

— obliczania oczekiwanej dtugosci zycia oraz prawdopodobienstw przezywal-

nosci.

Tabela 12. Tablica Smiertelnosci Johna Graunta

Wiek Liczba przezywajacych

0 100
6 64

16 40

26 25

36 16

46 10

56 6

66 3

76 1

Zrédto: Graunt, J. (1662). Natural and Political Obser-
vations made upon the Bills of Mortality. Martyn, Lon-
don za: Willigan, Lynch, Tilly i1 Shorter, 1982.

Bezposrednim kontynuatorem badan Graunta byl jego przyjaciel, William Petty.
Postanowit on wykorzysta¢ metode Graunta do analizy danych ekonomicznych oraz
danych o znaczeniu politycznym. To wtasnie Petty jest autorem terminu ,,arytme-
tyka polityczna”, ktoérego uzyt jako tytutu swojego dzieta —napisanej w 1676 roku,
a wydanej po raz pierwszy w 1690 Arytmetyki politycznej (Political Arithmetick).
We wstepie do tej pracy znalez¢ mozna fragment bedacy jego manifestem:

Metoda jaka stosuje nie jest jeszcze czgsto w uzyciu. Zamiast uzywac tylko
stow pordéwnujacych i opisujacych oraz argumentow intelektualnych, przyjmuje
kierunek (jako okaz arytmetyka politycznego byto to moim celem od dawna) na
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wyrazanie si¢ za pomocg liczb, wag i miar, korzystajac tylko z argumentow ro-
zumu lub rozwazajac tylko te przyczyny, ktore maja swe podstawy w przyrodzie;
pozostawiajac to co zalezy od niestatych mysli, opinii, pragnien i nami¢tnosci po-
szczegdlnych ludzi rozwazaniom innych (Roncaglia, 2005).

Prace Graunta i Petty’ego zapoczatkowaly systematyczne zbieranie danych de-
mograficznych i przyczynily si¢ do utworzenia urzedow statystycznych.

Tabela 13. Obliczenia oczekiwanej dlugosci zZycia wykonane przez Lodewijka
Huygensa

Liczba . Srodek Zakumu- Srefl- Oczekiwa-
. . Liczba . lowana ni wiek . .
Wiek | przezywa- . przedzialu . ... | nadlugosé
. zgonow . t.d warto$¢ w chwili ..
X jacych wieku XX P zycia
] d, ) t.d, Smierci -
X x (od dotu) [ X
0 100 36 3 108 1822 18,22 18,22
6 64 24 11 264 1714 26,78 20,78
16 40 15 21 315 1450 36,25 20,25
26 25 9 31 279 1135 45,40 19,40
36 16 6 41 246 856 53,50 17,50
46 10 4 51 204 610 61,00 15,00
56 6 3 61 183 406 67,67 11,67
66 3 2 71 142 223 74,33 8,33
76 1 1 81 81 81 81,00 5,00
86 0 0

Zrodlo: Hald, 2003.

Kopia dzieta Graunta jeszcze w 1662 roku trafita do rgk Christiaana Huygen-
sa, autora cieszacego si¢ powszechnym uznaniem traktatu dotyczacego teorii gier
losowych O rachubach w grze w kosci (De Ratiociniis in Ludo Aleae)27. W trak-
tacie tym zamieszczona zostata migdzy innymi definicja warto$ci oczekiwane;.
Huygens, mimo ze uprzejmie wyrazit swoj zachwyt dla pracy Graunta, to nie po-
swiecil jej wigkszego zainteresowania. Powrocit do niej dopiero w 1669 roku, gdy
jego mlodszy brat Lodewijk napisal do niego list w sprawie oczekiwanej dlugosci
zycia 1 przydatnosci tablic Graunta do wyznaczania wartosci rent dozywotnich.

27 Zainteresowania Christiaana Huygensa wykraczaly poza teorie gier losowych. Zajmowat sig,
z duzym powodzeniem, rowniez astronomia, optyka i zegarmistrzostwem. Traktat O rachubach w grze
w kosci zostat opublikowany w 1657 roku i byl pierwsza praca z dziedziny teorii prawdopodobien-
stwa (Hald, 2003).
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Ostatecznie problemem wyceny rent zajeli si¢ inni (co omoéwiono ponizej), ale
bracia Huygens wymienili bardzo interesujacg korespondencje dotyczaca mediany
1 oczekiwanej dlugosci zycia. Obliczenia Lodewijka, potwierdzone przez Christiana,
zamieszczone zostaly w tabeli 13. Lodewijk Huygens nie uzywat w tabeli symbo-
11 matematycznych, podat wylacznie wyniki 1 ich wyjasnienie. Ponadto poczatko-
wo nie uzywat sformutowania ,,oczekiwana”. Dopiero Christiaan zaproponowat,
by do okreslenia pozostatej dtugosci zycia uzy¢ zdefiniowanej w swoim traktacie
wartosci oczekiwanej. W rachunkach przyjat dla kazdego przedziatu wieku jed-
nostajny rozklad liczby zgonow, zatem 7, oznacza $rodek przedziatu wieku, dla
ktorego okreslona jest liczba zgondw d_ .. Obliczenie przecigtnego wieku w chwili
$mierci 7_oraz oczekiwanej dtugosci Zycia e, przeprowadzone zostato nastepujgco:

76 76
— i=x i=x B
t = —¢ = 7 ,e. =t —x (3.1)

gdzie i orazx =0, 6, 16, ..., 76.

Niestety, znaczenie spostrzezen poczynionych przez braci Huygens jest marginal-
ne, poniewaz ich listy opublikowane zostaly dopiero w roku 1895 (Hald, 2003). Nie-
mniej przywotana korespondencja wskazuje, ze problem z uwzglednianiem dhugosci
zycia w wycenie rent dozywotnich zaymowat najwieksze umysty é6wczesnych lat.

Tablice Graunta dotarty rowniez do Jacoba Bernoulliego, dla ktorego staty si¢ one
inspiracjg do rozmyslan o oczekiwanej dlugosci zycia. Bernoulli zajat si¢ jednym
z najistotniejszych w 6wczesnym czasie problemow, to znaczy wptywem dlugo-
Sci zycia na dziedziczenie. Rozwazat mianowicie hipotetyczny kontrakt matzenski
1 mozliwe warianty dziedziczenia dla m¢za. Warianty te sa determinowane przez
kolejnos¢ zgondw ojcdw matzonkow i1 zony. Moze si¢ zdarzy¢, ze jeden lub obaj
ojcowie pary umrg przed zong lub odwrotnie, zatem warto$¢ oczekiwana spadku
dla meza zalezy od prawdopodobienstwa, ze zona przezyje obu ojcow. Bernoulli
podkreslal, ze przeprowadzenie takich obliczen moze wydawac si¢ niemozliwe,
ale wykazy zgonow z Londynu pozwalaja na uzyskanie rozwigzania. W artykule
opublikowanym w Journal de Scavants*® w roku 1686 podat rozwigzanie prostsze-
go problemu. Mianowicie stwierdzit (bez dowodu), Ze szansa na przezycie przez
16-latke osoby 56-letniej wynosi 59 do 101 (Weisberg, 2014).

Z kolei Nicholas Bernoulli, bratanek Jacoba, opublikowal w 1709 roku prace Wj-
korzystanie sztuki przewidywania w naukach prawnych (De Usu Artis Conjectandi

28 Journal de S¢avants to pierwsze czasopismo naukowe wydawane od roku 1665 do dzis. Obec-
nie jest to pismo humanistyczne.
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in Jure), w ktorej zajat si¢ miedzy innymi problemem oczekiwanej dlugosci zycia
1 mediany zycia, uzyskujac — niezaleznie — podobne wyniki jak bracia Huygens.
Warto zwrdei¢ uwage na jeszcze jedno zagadnienie, ktoremu uwage poswiecit Ni-
cholas Bernoulli we wspomnianej pracy. Mianowicie rozwazal on, po jakim czasie
osobe zaginiong mozna uzna¢ za zmarta. Oczywiscie jest to problem o charakterze
prawnym, o duzym znaczeniu praktycznym, zwtaszcza w niespokojnych czasach?’.
Bernoulli zaproponowat, by rozwigzac t¢ kwestie na gruncie teorii prawdopodo-
bienstwa, korzystajac z tablic Graunta. Wyjasnit, ze mozliwe jest ustalenie czasu,
po jakim $mier¢ osoby zaginionej jest 2-krotnie, 3-krotnie, 4-krotnie itd. bardziej
prawdopodobna niz pozostawanie przy zyciu (Hald, 2003). Podat rozwigzanie dla
przypadku, gdy $mier¢ osoby zaginionej jest dwukrotnie bardziej prawdopodobna
(HCFMab. 14). Uzyskany wynik opatrzyl komentarzem, ze w przypadku zaginie-
cia 20- lub 30-latka brak wiesci przez 25 lat powinien skutkowaé¢ uznaniem takiej
osoby przez sad za zmarla.

Tabela 14. Obliczenia Nicholasa Bernoulliego dotyczace czasu, po ktorym Smier¢ osoby
zaginionej jest dwukrotnie bardziej prawdopodobna niz pozostawanie przy zyciu

Wiek x 0 6 16 26 36 46 56 66 76
2 4 1 2
Czas ¢ 20— 24— 25 25 23— 20 15 10 6—
3 9 3 3

Zrodto: Hald, 2003.

W kontekscie poczatkdéw modelowania $miertelno$ci nalezy wspomnie¢ o jesz-
cze jednym sposobie pozyskiwania przez panstwa srodkow finansowych, wymy-
Slonym w potowie XVII w. Tworca schematu byt Lorenzo Tonti, wloski bankier,
ktory wigkszos¢ swojego zycia spedzil we Francji. Tonti zaproponowat dwcze-
snemu pierwszemu ministrowi Francji, kardynalowi Mazariniemu, by pozyskiwaé
srodki przez sprzedaz udziatéw w funduszu — o ustalonej z gbry warto$ci — gru-
pie os6b w podobnym wieku. Nabywcy udziatow mieli otrzymywac tak dtugo,
jak tylko pozostawali przy zyciu, procent od funduszu, przy czym udziat w fun-
duszu, od ktérego procent miat by¢ naliczany, zwigkszat si¢ wraz z wymieraniem
udziatowcow. Tym samym panstwo zyskiwalo natychmiastowy dostep do $rod-
kéw pienigznych w zamian za gwarancj¢ wyplaty stalej renty rocznej, dzielonej
po rowno na pozostatych przy zyciu udzialowcodw. Fundusz ulegat rozwigzaniu
wraz ze $§miercig ostatniego udziatowca. Opisany schemat nazwany zostal od na-
zwiska tworcy tontyng (fontine) (McKeever, 2009). Uzywajac wspotczesnej no-

29 W Polsce na przyktad za zmarta moze by¢ uznana osoba zaginiona, jezeli uptyngto dziesigé
lat od konca roku kalendarzowego, w ktorym wedtug istniejacych wiadomosci jeszcze zyta.



