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Książka Matematyczne przygody z Pythonem opisu-
je zastosowanie narzędzi programistycznych, dzięki 
którym nauka matematyki może stać się ciekawsza
i praktyczniejsza, choć jednocześnie niepozbawiona
wyzwań. Korzystając z języka programowania 
Python, nauczysz się wizualizować rozwiązania 
różnych problemów matematycznych, używając kodu 
do studiowania kluczowych dziedzin matematyki, 
takich jak algebra, trygonometria, macierze i automaty 
komórkowe. 

Po opanowaniu podstaw programowania, takich 
jak pętle czy zmienne, napiszesz własny program 
do szybkiego rozwiązywania równań, osiągania 
ciekawych efektów, w tym kolorowanie siatki tęczy 
za pomocą myszy, a także automatyzowania żmud-
nych zadań, takich jak obliczanie silni liczb czy 
znajdowanie pierwiastków kwadratowych. Nauczysz 
się pisać funkcje do rysowania i przekształcania 
fi gur, tworzenia oscylujących fal sinusoidalnych oraz 
grafi cznego rozwiązywania równań. 

Ponadto dowiesz się, jak: 

• rysować i przekształcać dwuwymiarowe i trójwy-
miarowe obiekty grafi czne przy użyciu macierzy

• rysować kolorowe wzory, takie jak zbiory Man-
delbrota czy Julii za pomocą liczb zespolonych

• używać rekurencji do tworzenia fraktali, w tym 
płatka Kocha czy trójkąta Sierpińskiego

• generować wirtualne owce, które skubią trawę 
i rozmnażają się 

• łamać tajne kody za pomocą algorytmów 
genetycznych

Wykonując zamieszczone w tej książce liczne 
przykłady i ćwiczenia o rosnącym poziomie trud-
ności, będziesz programować własne rozwiązania 
i tworzyć piękne wizualizacje, a przy okazji 
zobaczysz, o ile ciekawsza może być nauka 
matematyki!

O AUTORZE

Peter Farrell jest nauczycielem matematyki i infor-
matyki z pasją do udoskonalania („hakowania”) 
metod nauczania matematyki oraz edukowania 
przy użyciu technologii. Mieszka z żoną i dziećmi 
w rejonie zatoki San Francisco.
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Materiały dodatkowe dostępne są na stronie: 
https://it.pwn.pl/Artykuly/Matematyczne-przygody-z-Pythonem-rozwiazania-zadan
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O autorze 
Peter Farrell przez osiem lat był nauczycielem matematyki, a pracę tę rozpoczął 
jako wolontariusz Korpusu Pokoju w Kenii. Później przez trzy lata pracował 
jako nauczyciel informatyki. Lektura książki Seymoura Paperta, Burze mózgów, 
oraz poznanie Pythona, które zawdzięcza jednemu z uczniów, zainspirowały go 
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jest ogromnym zwolennikiem wykorzystywania komputerów, które sprawiają, 
że nauka matematyki jest bardziej praktyczna, ciekawa i rozwijająca. 

O recenzencie technicznym
Paddy Gaunt ukończył studia inżynierskie kilka tygodni po narodzinach pierw-
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WPROWADZENIE 

Które podejście do nauki przedstawione  
na rysunku 1 bardziej Ci odpowiada? Po lewej 
mamy przykład tradycyjnej metody nauczania 
matematyki – za pomocą definicji, twierdzeń 

i dowodów. Ta metoda wymaga długich opisów 
i dziwnych symboli. Nic nie wskazuje na to, że 

mają one cokolwiek wspólnego z figurami geometrycz-
nymi. W rzeczywistości ten tekst zawiera wyjaśnienie, 
jak znaleźć centroid, czyli środek trójkąta. Jednak  
tego typu tradycyjne metody nie tłumaczą, dlaczego 
powinniśmy być w ogóle zainteresowani szukaniem 
środka trójkąta. 
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Rysunek 1. Dwie metody uczenia o centroidzie 

Obok tekstu znajduje się rysunek z dynamicznym szkicem mniej więcej stu 
obracających się trójkątów. Jest to dość trudny projekt programistyczny i aby do-
konać obrotu w odpowiedni sposób (i osiągnąć ciekawy efekt wizualny), trzeba 
znaleźć centroid trójkąta. W wielu sytuacjach tworzenie ciekawych grafik jest pra-
wie niemożliwe bez znajomości odpowiednich dziedzin matematyki np. geome-
trii. Jak będzie można zobaczyć w tej książce, poznanie pewnych zagadnień ma-
tematycznych dotyczących trójkątów, takich jak centroid, ułatwi nam tworzenie 
własnej grafiki. Uczeń, który zna matematykę i potrafi tworzyć ciekawe projekty, 
będzie bardziej skłonny nauczyć się nieco geometrii i zaakceptować konieczność 
obliczenia kilku pierwiastków kwadratowych czy funkcji trygonometrycznych. 
Uczeń, który nie widzi żadnych korzyści i jedynie odrabia zadanie domowe 
z podręcznika, prawdopodobnie nie będzie zbyt zmotywowany do nauki geometrii. 

Podczas ośmiu lat pracy jako nauczyciel matematyki i trzech jako nauczy-
ciel informatyki spotkałem dużo więcej uczniów, którzy wolą wizualne techniki 
nauczania matematyki od tych ściśle akademickich. Proces tworzenia czegoś 
ciekawego pomaga zrozumieć, że matematyka nie sprowadza do opanowywania 
technik rozwiązywania równań. Poznawanie matematyki przez programowanie 
daje wiele możliwości rozwiązywania interesujących problemów, z mnóstwem 
nieprzewidzianych błędów i możliwości ulepszeń. 

Na tym polega różnica między szkolną a prawdziwą matematyką. 

Problemy ze szkolną matematyką 
Co dokładnie mamy na myśli, używając określenia „szkolna matematyka”? 
W Stanach Zjednoczonych, w latach 60. XX wieku, szkolna matematyka  
miała przygotowywać do pracy na stanowisku urzędniczym, czyli do ręcznego 
dodawania wielu liczb. Obecnie praca wygląda inaczej i w związku z tym trzeba 
zmienić sposób przygotowywania do niej. 

Najlepszą metodą uczenia się jest działanie. Jednak nie znajduje to od-
zwierciedlenia w codziennym funkcjonowaniu szkół, które mają tendencję do 
faworyzowania pasywnych metod nauczania. W ramach „pracy” na lekcjach ję-
zyka ojczystego czy historii uczniowie mogą pisać artykuły lub przygotowywać 
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8. Dany jest graniastosłup prawidłowy sześciokątny o wysokości 
h i krawędzi podstawy e. h = . Z tego graniastosłupa usuwamy dwa 
przystające ostrosłupy o podstawach przystających do podstaw gra-
niastosłupa. Znajdź wysokość dowolnego z ostrosłupów, jeśli pozo-
stała bryła ma  objętości graniastosłupa. 

9. Centroidy. Przez środek ciężkości bryły rozumiemy ogólnie 
miejsce, w którym skupia się waga tej bryły. Gdy potraktujemy 
prostą lub krzywą linię jako bardzo cienki, jednorodny pręt, środek 
ciężkości pręta będzie nazywany centroidem linii. Na przykład 
centroidem prostego odcinka jest jego środkowy punkt. Analogicz-
nie, jeśli potraktujemy figurę płaską domkniętą jako bardzo cienką 
jednorodną blachę o jednolitej grubości, jej środek ciężkości będzie 
nazywany centroidem figury płaskiej. Podobnie, centroid figury 
przestrzennej jest definiowany jako identyczny ze środkiem ciężko-
ści tej figury, traktowanej jako bryła z jednorodnego materiału. W 
związku z tym centroid sfery znajduje się w jej środku. 

Korzystając z prawa dźwigni (Plane Geometry, Ex. 8, str. 234), 
można dość prosto pokazać, że środek bryły złożonej z dwóch części 
leży na odcinku łączącym środki ciężkości tych części i dzieli odci-
nek w sposób odwrotnie proporcjonalny do wagi tych części. Można 
łatwo rozszerzyć ten wynik, aby udowodnić następującą podsta-
wową regułę: jeśli figura płaska lub przestrzenna jest podzielona na części,
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prezentacje, na naukach przyrodniczych przeprowadzać eksperymenty, ale co 
z matematyką? Kiedyś jedynymi rodzajami aktywnej „pracy” na lekcjach mate-
matyki było rozwiązywanie równań, rozkładanie wielomianów na czynniki i ry-
sowanie wykresów funkcji. Jednak obecnie komputery mogą wyręczyć nas przy 
wykonywaniu większości tego typu obliczeń, więc takie ćwiczenia nie wystarczą. 

Celem końcowym nie jest nauczenie się, jak automatyzować procesy  
rozwiązywania równań, rozkładania na czynniki czy rysowania wykresów. 
Po opanowaniu technik automatyzacji procesu uczeń może pogłębić swoją wiedzę 
w stopniu, który wcześniej był nieosiągalny. 

Rysunek 2 przedstawia typowe, podręcznikowe zadanie matematyczne, 
który polega na wyznaczeniu wartości zdefiniowanej funkcji f(x) dla szeregu 
różnych wartości. 

Rysunek 2. Tradycyjny sposób uczenia o funkcjach

Kolejne 18 pytań ma taką samą postać! Ten rodzaj ćwiczenia stanowi  
banalne zadanie dla języka programowania takiego jak Python. Wystarczy  
po prostu zdefiniować funkcję f(x), a następnie wstawiać do niej wartości,  
iterując po liście w następujący sposób: 

import math 
 
def f(x): 
    return math.sqrt(x + 3) - x + 1 
 
# lista wartości do wstawienia 
for x in [0,1,math.sqrt(2),math.sqrt(2)-1]: 
    print("f({:.3f}) = {:.3f}".format(x,f(x)))

Ostatni wiersz służy jedynie do sformatowania wyświetlanych danych i za-
okrąglenia wszystkich wyników do trzech cyfr po przecinku1, jak pokazano poniżej: 

f(0.000) = 2.732 
f(1.000) = 2.000 
f(1.414) = 1.687 
f(0.414) = 2.434

1 A dokładniej po kropce, ponieważ w Pythonie, jak w języku angielskim, część dzie-
siętna jest oddzielana od części całkowitej kropką, a nie przecinkiem (przyp. tłum.).

Ćwiczenia 1-22 dotyczą poniższych funkcji. Znajdź 
określoną wartość funkcji:


