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15. Wykazag, ze jeli A jest dodatnio okre§lona, to istnieje macierz odwrotna
A1, ktéra tez jest dodatnio okreslona.

16. Udowodni¢, ze macierz A jest nieujemnie okre§lona wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje macierz B taka, ze A = BTB.

17. Wykazaé, ze macierz A = BTB, gdzie B jest macierza kwadratowa, jest
dodatnio okre$lona wtedy i tylko wtedy, gdy det B # 0.

18. Niech A bedzie macierza nieujemnie (niedodatnio) okreslona.

a) Wykaza¢, ze dla kazdego x € R” z warunku x? Ax = 0 wynika, iz Ax = 0.

b) Wykaza¢, ze jesli A jest nieosobliwa, to jest dodatnio (ujemnie) okreslona.

19. Udowodni¢, ze relacja réwnowazno$ci form kwadratowych jest zwrotna,
symetryczna i przechodnia.

20. Udowodni¢, ze kazda forma kwadratowa f o sygnaturze (p, q) jest réwno-
wazna formie kanonicznej

p 9 p+q
hy)=>vi— > v
i=1 i=p+1

21. Udowodnié¢, ze forma kwadratowa f : R™ — R jest nieujemnie (niedo-
datnio) okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {x € R™ : f (x) = 0} jest pod-
przestrzenia liniowa przestrzeni R”.

22. Zbada¢ okreslono$é¢ form kwadratowych:

a) f:R3 >R, f(x) =22 + 23 + 2% — 22129 + 2273;

b) f:R3 =R, f(x) = —2? — 223 — 23 — 2173 + 22179

23. Zbada¢, w zaleznoSci od wartosci parametru m € R, okreS§lono$¢ formy
kwadratowej f : R? — R, jesli:

a) f(x) = (m?—1)2? + 223 + 2may 29,

b) f(x) = (4 — m?)z? + 23 + 2mary2a.

24. Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej formy:

a) f:R3 =R, f(x) = x120 + 2173 + T2273;

b) f:R3 =R, f(x) = 2% — 23 + 222 — 47129 + 47173;

c) f:R* =R, f(x) = 2.77% + w% + J:Z —2x1x4 + 22974.

1.3. Iloczyn skalarny

25. Niech g : R3 x R? — R bedzie funkcjonalem okreslonym wzorem

9(x,y) = 2z191 + 3x2y2 + T3Y3 — 221Y2 — 202y3.

Sprawdzi¢, czy g jest:
a) funkcjonatem dwuliniowym,
b) funkcjonalem symetrycznym,
¢) illoczynem skalarnym.
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26. Sprawdzié, czy podane odwzorowanie (-|-) jest iloczynem skalarnym:

a) () R¥x R = R, (x|y) = —z1y1 + 222y2 + 23Y3;

b) () : R xR3 = R, (x]y) = 32191 + 222y2 + 23y3;

¢) (-]):R*xR? = R, (x|y) = 3z1y1 + 23:21/2 + T3Y3 — T1Y3 — T3Y1;
d) (-]') : C({a, b)) x C({a,b)) = R, (flg) = ff

27. Wykaza¢, ze dla kazdego iloczynu skalarnego (-|-) w przestrzeni R” istnieje
taka macierz Q symetryczna i dodatnio okreslona, iz (x|y) = x! Qy.

28. Sprawdzi¢, czy funkcjonal dwuliniowy g : R3 x R? — R jest iloczynem

skalarnym i wyznaczy¢ jego macierz w bazie uporzadkowanej B przestrzeni R?,
jesli:

a) g(x,y) = 2z1y1 + 32y2 + T3y3 + 2T1Y2 + 2T2y1 — T2Ys — T3Y2,

1 -1 0 ]
B = -1 1, 21,11 :
| 0 1 0 |
b) g(x,y) = T1y1 + 2x2Y2 + 2x3Y3 — T1Y2 — T2y1 + 3w2y3 + 3x3Y2,
1 0 0
B = 11,121, -1 ;
1 1 -1
) 9(x,¥) = z1y1 + 222y + 3T3y3 — T1Y2 — T2y1 + T2y3 + T3Y2,
1 0 0
B = 11,121, 1
1 1 1
29. Funkcjonal dwuliniowy ¢ : R3 x R3 — R ma w bazie uporzadkowanej
1 17 [0] 2 -1 1
-1 |, 21,11 macierz A=| -1 3 0
0 1 0 1 01

a) Sprawdzi¢, czy g jest iloczynem skalarnym.
b) Wyznaczy¢ macierz g w bazie kanonicznej przestrzeni R3.

30. Niech g : R? x R? — R bedzie funkcjonalem dwuliniowym. Wykazaé, ze
g nie jest funkcjonalem symetrycznym, sprawdzi¢, czy funkcjonat

h(x,y) = 9(x,y) + 9(y, %)

jest iloczynem skalarnym, wyznaczy¢ baze przestrzeni R?, w ktérej h ma macierz
diagonalna, jesli:

a) g(x,y) = x1y1 — T2y + 3x3ys — dway1 + 4w3y2,
b) Q(X> Y) = x1y1 + 2w2y2 — T3Y3 — T1Y2 + 2T2Y3.
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31. Niech g : R3 x R® — R bedzie funkcjonalem dwuliniowym. Sprawdzi¢,
czy funkcjonal dwuliniowy h : R3 x R? — R okre§lony wzorem

h(x,y)=3%(9(xy)+9(y.x))

jest iloczynem skalarnym oraz wyznaczyé macierz h w bazie B przestrzeni R3,
jesli:

a) g(x,y) = 2z1y1 + 372y2 + T3y3 + 4x1Y2 + 622Y3,

1 -1 0
B=|1|-1|,| 21|,]1]])
o] | 1] |o]
b) g(x,y) = 1y1 + 4w2y2 + 223y3 — 221Y2 + 272Y3,
1 0 -1
B=||-1|,|1],| 2
0] |0 1|

32. Niech g : R? x R?> — R bedzie funkcjonalem dwuliniowym. Dla ja-
kich warto$ci parametru m € R funkcjonat g jest funkcjonalem symetrycznym,
iloczynem skalarnym, jesli:

a) g(x,y) = 2z1y1 + 3x2y2 + 2ma3ys — Mr1y2 — MIT2y1,

b) 9(x,y) = 221y1 + 3w2y2 + 23y3 — 2mr1Y3 — (M — 2)3Y1,

c) 9(x,y) = z1y1 + 4xoys + 2x3y3 — mxoys — (3 — m)xsys,

d) 9(x,y) = z1y1 + 4x2y2 + 2msys + x1y3 + T3y1 + maays + masys?

33. Obliczy¢ cosinus kata miedzy wektorami w przestrzeni R? z iloczynem
skalarnym (x|y) = xTy, jeéli:

—1 ] 0

a)x=| 2 |,y=]|-1]|;
2 2

e R

b) x = 0|l,y=1| -2 |;
-3 2

= /3 O

c) x= 1 ,y=| —2
| 2V2 0

34. Obliczy¢ cosinus kata miedzy wektorami a i b, gdzie:

a) a =x+ 2y, b = 3x —y, jesli wektory x i y tworza baze ortonormalna
rzeczywistej przestrzeni unitarnej V;

b) a=2x—y,b=2x+y,jedli [x]| = [ly[| = 2, (x|y) = 1;

c) a=x+2y, b=2x—1y, jesli |x|| = 1, |ly|| = V3 i kat miedzy wektorami
X iy jest rowny %71;

d) a=2x—y,b=x+2y, jesli ||x|| = ||y|]| =1 i kat miedzy wektorami x iy
jest réwny %77;
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e) a=x—2y,b=3x+y,jesli ||x|| = |ly|l| = 1 i kat miedzy wektorami x
iy jest rowny %ﬂ;

f) a=2x—3y, b=x+4y, jesli ||x|| =2 ||y] # 0 i kat miedzy wektorami
X iy jest réwny %71;

g) a=x+3y, b=2x—y,jedli ||y|]| =2 ||x|| # 0 i kat miedzy wektorami x
iy jest réwny %ﬂ';

h) a=2x+y, b=x+y,jesli |ly|]| =2 ||x] # 0 i kat miedzy wektorami x
iy jest rowny %ﬂ;

i) a=2x+y, b=x-—3y,jesli ||x|| =4 |ly|]| #0 i kat miedzy wektorami x
iy jest réwny %7?;

j)a=x—y, b=x—2y,jedli ||x|]| =4 ||y|]| # 0 i kat miedzy wektorami x
iy jest rowny %7&

35. Udowodnié¢, ze jesli niezerowe wektory x, y, z sa parami ortogonalne, to
sg liniowo niezalezne.

36. Udowodni¢, ze jesli niezerowe wektory xi, X2, ..., X; S8 parami ortogonal-
ne, to sa liniowo niezalezne.

37. Obliczy¢ norme wektora HTlHX’ gdzie x # 0.

38. Wykazac, ze jesli B = {v1, v, ..., v, } jest baza ortonormalna przestrzeni
V', to dla kazdego x € V:

a) x :2(X|V1) Vi ;— (x|v2) N +...+ (X\vn)ZVn,
b) %[ = (xlvi)™ + (x[ve)™ 4. .. + (x[va)”.

39. Udowodni¢, ze w dowolnej przestrzeni unitarnej V':

a) (xly) =0« |x+yl* = |x||* + |ly||*>, poda¢ interpretacje geometryczna
tego twierdzenia dla V = R?;
b) jesli (x;|x;) =0dlai#j, 4,5 =1,2,....k, to

1 + x4 oo 4 x| F = x| + lIxal* + -+ [kl
o) lx+yl” + x = ylI* =2 (IxI* + ly|*) (prawo rownolegioboku).

40. Wykaza¢, ze jedlia#bilx—al =[x —b|| =7, to|x— 3 (a+b)|| < r.

41. Niech x i y beda wektorami niezerowymi. Udowodnié¢, ze jesli ||x + y|| =
= ||x|| + ||y ]|, to istnieje @ > 0 takie, ze y = ax. Czy prawdziwe jest twierdzenie
odwrotne?

42. Obliczy¢ warto$¢ bezwzgledna cosinusa kata miedzy wektorami
a=2x+3y#0ib=x—y #0,

jesli wektory x i y spehiaja warunek (x|y) = ||x|| - ||y]| # 0.
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43. Niech V bedzie przestrzenia unitarna, x,y € V. Liczbe d(x,y) = ||x — y||
nazywamy odleglosciq wektoréw x i y. Udowodnié, ze funkcja d : V x V — R

okre$lona wzorem d(x,y) = ||x — y|| spelia warunki:
a) A dxy)20A(dxy)=0&x=y),
x,yeV
b) A d(xy)=dly.x),
x,yeVvV
c) N dxy) <dx,z)+d(zYy).
x,y,zeV

44. Obliczy¢ odleglos¢ miedzy wektorami 1, (t), 1y(t) w przestrzeni wszyst-
kich wielomianéw nad cialem liczb rzeczywistych z iloczynem skalarnym okreslo-

nym wzorem (p;|¢s) f 01 (t)py(t)dt, jesli:

a) ¥y (t) = 2t + 3t, ¢2( ) =143,
b) ¥ (t) = 12 — 2t, Py(t) =t — 3.

45. Sprawdzi¢, czy podane macierze sa ortogonalne:

_1 V3 ; -
a) P} P} b) C(')S @ sme C)
@ % ’ —singp cosp |’

o »—l“l&

1
0
1

“ﬁlo o

46. Poda¢ przykiad takiej macierzy ortogonalnej stopnia 3, ze jej pierwsza

13
0

1
—1v2

kolumna jest wektorem a =

47. Wykazag, ze jeSli macierze A i B sa ortogonalne, to macierz AB tez jest
ortogonalna. Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne?

48. Niech A;, Ay beda macierzami ortogonalnymi. Czy macierz

[A O
Lo R

jest ortogonalna?

49. Niech A i B beda macierzami ortogonalnymi stopnia 3. Czy wynika stad,
ze macierz C jest ortogonalna, jesli:

a) C=1(A+B), b)C=2A-B?

50. Niech A,B beda macierzami ortogonalnymi stopnia n > 1. Czy wynika
stad, ze macierz C jest ortogonalna, jesli:

a)C=A"BT b)C=A"'B7!, ¢c)C=A"'B, d) C=AB},

e) C=3A-2B, f)C=1A+iB, g) C=2A+1iB?
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51. Niech f : R* — R?* bedzie przeksztalceniem liniowym okreélonym wzorem
—@.%‘1 + @x:;
Ty

f(x) = V2 V2

2
PR S
T2

Obliczyé cosinus kata miedzy wektorami f(e1), f(e1 + v/2es), gdzie e; oznacza
J-ty (7 =1,2,3,4) wektor jednostkowy.

52. Dla jakiej warto$ci parametru a € R przeksztalcenie liniowe f : R? — R3?
spetnia warunek || f(x)|| = [|x]|, jesli:

ary +ars

a) f(x)=| —azx1+ax3 |,

T2

[ Jawi + gz

b) f(x) = a3 :

%xl — ary
1 1

7021 + 373

) f(x)=| izi+azxs |?

T2

53. Niech f : R® — R” bedzie przeksztalceniem liniowym spemhmiajacym
warunek || f (x)|| = [|x] dla kazdego x € R™. Obliczy¢ cosinus kata miedzy
wektorami f(ey), f(2e; + e2), gdzie e;, ez sa odpowiednio pierwszym i drugim
wektorem jednostkowym w przestrzeni R”.

54. Dla jakiej wartosci parametru m € R przeksztalcenie liniowe f : R? — R3
jest izometrig liniowa, jesli:

i mxi + mxs
a) f(x)=| —mz1 +mas |,
€2
(1 —=m)(z1 + x3)
b) f(x) = To ?
| (m =1z + (1 —m)as

55. Dla jakiej wartosci parametru m € R przeksztalcenie liniowe f : R* — R4
okre§lone wzorem

cosa-x1 +sina - 3
f(X) ‘ mxg — x4
—sina-xrp +CoSa -3
mxg + My

jest izometria liniowa?
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56. Udowodni¢, ze jesli przeksztalcenie f : R™ — R”™ jest izometria liniowa,
to:

a) przeksztalcenie f jest nieosobliwe,

b) przeksztalcenie f~! jest izometrig liniows,.

57. Niech f : R" — R™ g : R® — R", gdzie g jest bijekcja, beda przeksz-
talceniami liniowymi. Czy z warunku, ze ¢! o f jest izometria liniowa wynika,
ze f jest izometrig liniowa? OdpowiedZ uzasadnié.

58. Niech f : R" — R" g : R® — R", gdzie f jest bijekcja, beda przeksz-
talceniami liniowymi. Czy z warunku, ze g o f~! jest izometria liniowa wynika,
ze g jest izometrig liniowa? OdpowiedZ uzasadnié.

59. Niech W bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Wykazaé, ze W+
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

60. Wyznaczy¢ zbiér wszystkich wektoréw ortogonalnych do podprzestrzeni
liniowej W = L(a), jesli:

aa=[-12 1],

bja=[2 0 1 —2]".

61. Wyznaczy¢ uzupelienie ortogonalne podprzestrzeni W, jesli:

a) W={xeR*: 21 +z+ a3 — 34 =0},

b) W = {X€R4:2£L‘1+$2—$3 =0Ax +:132+$4:O}.

1.3.1. Ortogonalizacja Grama-Schmidta

62. Wyznaczy¢ baze ortogonalng przestrzeni W C R” z iloczynem skalarnym
okreslonym wzorem (x|y) = x'y, gdzie:

0 1
a) W=1L 01(,]0 ,
1] [0
I
b) W=L 1|, -1 ,
= 1 - - 0_
o1 [o] [1
c) W=L 2 0,1 11,]1 ,
1] [1] (o0
27 11 [ 27
d) W=1L o, 1], -1 ,
-1 [1] | 0]
[ —1 [ 1] 2
e) W=1L 2 |, =1 |,[1],]1 ,
0] | 1 1| 1






