Rozdzial 8

Macierze 1 wyznaczniki

8.1 Macierze

Niech m,n € N oraz

Funkcje okre$lona w zbiorze Z o waroSciach w ciele K nazywamy macierzg prostokgtng o m
wierszach i n kolumnach, tj. kazdej parze (i, j) jest przypisany element a;; z ciala K. Méwimy
wtedy o macierzy o wyrazach z ciala K. Innymi slowy, macierz prostokatna wymiaru m x n to
tablica prostokatna zlozona z m wierszy i n kolumn, ktorej wyrazy sa elementami ciata K.
Macierz zapisujemy zatem w nastepujacej postaci:

aip a2 ... Qip apip a2 ... Qin

az1  G22 ... Q2n azy  G22 ... Q2n
lub

am1  Am2 ... (Amnp Am1  Gm2 ... Gmn

lub w skréconym zapisie: (a;;), zaznaczajac w razie potrzeby zakres zmiennoéci wskaznikow i
oraz j. Macierze zwyczajowo bedziemy oznaczaé¢ duzymi literami A, B, C,. ...

Uwaga 8.1 Wszystkie definicje w tym i nastepnym paragrafie mozna zdefiniowaé¢ w przypadku,
gdy zamiast ciala K bedziemy rozpatrywaé pierécienie przemienne P z jedynka.

Uwaga 8.2 W przyktadach bardzo czegsto nie bedziemy zapisywaé wyraznie ciala, przy ktérym
rozpatrujemy macierze - przyjmujemy, ze z kontekstu wynika, jakie ciato rozpatrujemy.

W niniejszej ksiazce bedziemy gléwne koncentrowaé sie na macierzach rzeczywistych (o wy-
razach rzeczywistych) lub zespolonych (o wyrazach zespolonych) lub macierzach, ktérej wyrazy
sg odwzorowaniami. Przyklady takich macierzy podajemy ponizej:

10
_ 1_
24 i 1-i 0 3 vopor 2
1 1 , 3 6 39 4 | T 0 0
8 —% ! ! ' 4 1-2% 28
-3

W pierwszym przypadku mamy macierz rzeczywista o wymiarze 5 x 2, w drugim macierz zespo-
lona wymiaru 2 x 4, za$ w trzecim macierz wymiaru 3 x 3, ktérej elementy to funkcje rzeczywiste
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zmiennej rzeczywistej.

Niech K bedzie cialem liczbowym. Rozpatrzmy zbiér
K" ={(z1,22,...,2n): 2z, € KA1 €{1,2,...,n}},
.,ap) clala K™ mozna zapisywaé w postaci

gdzie n € Ni. Wéwczas element a = (aq,az,
wierszowej, tak jak w definicji, lub w postaci kolumnowej (macierzy wymiaru n x 1)

a1
a2

Qp

Definicja 8.1 Macierz A = (a;j)mxn Nazywamy:
(1) macierzqg kwadratowq, gdy liczba wierszy jest taka sama jak liczba kolumn, czyli mamy
m = n. Mowimy wtedy, ze macierz jest wymiaru n x n lub jest macierza stopnia n;

(2) macierzq zerowq, gdy wszystkie wyrazy sa réwne 0

00 ... 0
00 ... 0

Om,n = . 5
0 0 0

(3) macierzq jednostkowg, gdy jest macierza kwadratowa postaci

1 0 ... 0
01 ... 0

In: . . . 5
0 0 1

(4) macierzq przeciwng do macierzy B = (bij)mxn, 8dy A+ B = Oy, . Macierz przeciwng do
macierzy B oznaczamy symbolem —B.
Jezeli K jest cialem, m,n € N, to bedziemy stosowaé oznaczenia:

1. My, n(K) - zbiér wszystkich macierzy prostokatnych wymiaru m x n o wyrazach z ciala K;

2. M,(K) - zbiér wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n o wyrazach z ciala K.
Definicja 8.2 Powiemy, ze macierze A = (a;;) i B = (b;;) sa réwne, co zapisujemy A = B, gdy

a;; = b;; dla kazdego i € {1,...,m}, j € {1,...,n}.
Rozwazmy macierze o wyrazach z pier§cienia z jedynka P = {f: R — R: y = f(z)} okreSlone

nastepujaco:
2—x -1 2—z -1 2—x -1
A= zzl 1 T ’ B= 121+1 V? ) C= 121+1 9;:1916
T 1—z vVt 1—=x vVt 1-=x
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Widzimy, ze macierze A i B nie sa sobie réwne, poniewaz funkcje ase = f(z) = z 1 bag = g(z) =
Va2 = |z| nie sa réwne, natomiast w przypadku macierzy A i C stwierdzamy ich réwnoéé, gdyz
dziedzinami funkcji

24+ z(zt+1
022:f(;p): ] — (x4+1)) =z, c3=Val= ‘{EQ‘ = g2

jest zbior R 1 agg = ¢a2,a31 = c31 (pozostale wyrazy sa sobie odpowiednio réwne).
Przykltad 8.1 Wykazac, ze relacja ~ w zbiorze M,, ,(R), ktéra jest okreslona nastepujaco:

A~ B = Vicp,.. .myVieqn,...ny (24 (ai; — bij))

jest relacja réwnowaznosci.

ROZWIAZANIE

Niech A, B i C beda macierzami z M, ,,(R). Oczywiscie a;; — a;; = 0 jest liczba podzielng przez
2i, czyli A ~ A, co oznacza, ze relacja ta jest zwrotna. Jezeli zalozymy teraz, ze A ~ B, to
2i|(ai; — bij), skad 2i| — (a;; — b;;) 1 w konsekwencji 2i|(b;; — a;;). To oznacza, ze B ~ A, a
zatem relacja jest symetryczna. Aby wykazaé przechodnioéé, to zaktadamy, ze A~ Bi B ~ C,
tj. 2i|(asj — byj) 1 24|(bij — c¢ij). Wowcezas suma liczb a;; — b;; i bij — ¢;; jest podzielna przez 24,
czyli 2i|(a;; — ¢;j). Stwierdzamy, ze A ~ C. PokazaliSmy, ze relacja jest zwrotna, symetryczna
i przechodnia, a zatem jest relacja réwnowaznosci.

Przyktad 8.2 Wyznaczy¢ wartosci parametru a, dla ktérych macierze

4 (! -5 a>~3a+1 0 (L 5 a-20
PN 0 a*+ 50+ 5a —2 a ) 27\ 0 5°+6 -2 a
sa réwne.
ROZWIAZANIE

Zgodnie z definicja macierze A; i A beda réowne, gdy wyrazy macierzy A; sa takie same jak
wyrazy na odpowiednich miejscach w macierzy As. Wobec tego musza byé spelnione warunki:

a2-3a+1=a-2 a?—4a+3=0
a* + 5a% + 5a = 5a® + 6 a* —5a3+5a2+5a—6=0

(a—1)(a—3)=0 a € {1,3}
j{ (a—1)(a+1)(a—2)(a—3)=0 :”{ a€{-1,1,23}

Na tej podsawie wnioskujemy, ze a € {1, 3}.
Definicja 8.3 Macierzq trnasponowang do macierzy A = (a;;) € My, (K) nazywamy macierz
AT = (aj;) € My,m(K), czyli wiersze macierzy A staja si¢ kolumnami macierzy AT, za$ kolumny
macierzy A sa wierszami macierzy AT.
Jesli A, B € M, ,(K), to macierz A + B definiujemy jako
(aij) + (bij) = (aij + bij),
za$ macierz oA, gdzie o € K, okreslamy nastepujaco
a(aij) = (aai;).
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Jezeli A € M, (K) oraz B € My ,(K), to iloczyn macierzy A, B okre§lamy jako macierz
C € My, »(K), gdzie

C = (cij), cij =anby+apby+ ... +apby;, 1<i<m,1<j<n

Zwroémy uwage, ze aby wykona¢ mnozenie macierzy, to liczba kolumn pierwszej macierzy musi
by¢ réwna iloSci wierszy w drugiej macierzy. lloczyn macierzy wymiaru m x k i k x n daje macierz
wymiaru m X n.

Uwaga 8.3 Jezeli wyznaczamy macierze A+ B, aAi A-B, to wyznaczajac wyrazy tych macierzy
stosujemy dzialania na elementach z ciata K wzgledem dzialan dodawania i mnozenia okreslonych
w K.

Twierdzenie 8.1 (wlasnosci operacji transponowania)
Niech A, B € My, »(K). Wowczas:

(T1) (AT)T = A4; (T2) (A+ B)T = AT + BT; (T3) (aA)T = aAT;
(T4) (A-B)T =BT . AT,

Przykltad 8.3 Niech dane beda macierze zespolone

. . . . 0 0
i 2—1 1 5 ¢ —i .
A_(Si 0 0)’ B_(o i 0)7 e=|3-i!
1 0
Wyznaczyé 3A — 2B + (4C)T, (iA-C)T — (B - O)T.
ROZWIAZANIE
Otrzymujemy:
3% 6-3t 3 10 2 2 0 0\’
— T o - — - — 44
34 — 2B + (4C) ( o ) ( o o o ) + 1242_ 4i g

[ 3i—10 6—-51 3+2 0 12—4i 4\ ( 3i—10 18—-91 3+6¢
- 152 21 0 0 4 0o ) 152 442 0 '

W celu wyliczenia (i(A - C))T — (B - C)T obliczamy kolejno:

0 0

P 2—1 1
AC*(SZ 0 0) 3—1 1
i 0

:< @-9E=i)+i 2Ei>:(564i 2-i )

zatem

. . T .
. v _( 4+5 1+2 (4451 0
(i(4-0)) *( 0 0 ) *(1+2i 0)

o 0 0 e . .
(5 i —i . (B =9) =i i\ [ 342
B'O_(o —i 0 ) St (1) _< —i3—i) —i )\ -3i-1 —i )



3i+2 —31—1)

1 —1

50 = (

Ostatecznie wyliczamy:

N A E T 3i+2 —3i—1\ [ 2+2 3i+1
(i(4-C)" — (B C)_(2i+1 0)*( i i >_<1+z i )

Przyktad 8.4 Niech K = Zs5 oraz

3 2 4 2 3 3
=(05) 2=(38) e=(31)
Obliczyé A - (B - C).

ROZWIAZANIE
Wyznaczajac wyrazy macierzy A - (B - C) bierzemy pod uwage dzialanie dodawania i mnozenia
modulo 5. Kolejno wyliczamy

ve-(13)(31)-(31),
vwo-(33) (3 4)-(41)

Twierdzenie 8.2 Niech A, B, C beda macierzami o wyrazach z ciala K oraz «, f € K. Wéwczas
w zbiorze M, ,,(K)

M1) dzialanie dodawania macierzy jest taczne: (A+ B) + C = A+ (B + C);

M2) dzialanie dodawania macierzy jest przemienne: A + B = B + A;

M3) elementem neutralnym wzgledem dodawania macierzy jest O n: A+ Oy = 4;

M4) dzialanie mnozenia macierzy jest taczne: (AB)C = A(BC);

a+ B)A = aA+ BA;
af)A = a(BA);
M8) a(AB) = (0 d)B = A(aB);

/\/.\

(
(
(
(
(M5) a(A+ B) = aA + aB;
(
(M
(
(

M9) dzialanie mnozenia jest rozdzielne wzgledem dodawania
A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC+ BC;
(M10) AL, =1,A=A.
Na podstawie tego twierdzenia mozemy wywnioskowac:
Twierdzenie 8.3 Jezeli K jest cialem, to zbiér (M, ,(K),+) jest grupa abelowa.

Twierdzenie 8.4 Jezeli K jest cialem, to zbiér (M, (K),+,-) jest piericieniem z jedynka.
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Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze mnozenie macierzy na ogol nie jest dzialaniem przemiennym.
Swiadczy o tym nastepujacy:

Przyklad 8.5 Wyznaczyé AB i BA, gdy: A = ( } (1) ) B = ( i } ) .

ROZWIAZANIE
Kolejno obliczamy:

w=(18) (0 )-(G) () (0

Widzimy, ze AB # BA.

)-(2 1)

Przyklad 8.6 Niech P = R[X]. Znalezé macierz stopnia 2, ktéra spelnia réwnanie:

3 2
T _ T T
3X +6X —(1 6x>

ROZWIAZANIE
Na podstawie wlasnosci w Twierdzeniu 8.1 i Twierdzeniu 8.2 mozemy zapisaé:

T
T [z a2? T mwT [ 2d 1
(3X +6X7) _(1 Gx) — 3x7 46 (XT) _<$2 o )=
3
T _ X 1
- (1)

Zatem muszg by¢ jednoczesnie spelnione réwnoscei:

30 .2 3
r_ [z . T [z 1
3X +6X —( 1 Gx) i 3X +6X_(m2 635)

Mnozac druga réwnosé przez —2 i dodajac do pierwszej otrzymujemy:
3 2 31 —3 2 -2
X = ( 16 ) 22 6 )T 1-22 —6s

1 —z3 x2 -2 —Llg3 1242
S _ 9 9 9
w51 T ) - (80T

Przyktad 8.7 Niech K = Z;. Rozwiaza¢ uklad

W rezultacie

1 3
T _
3X+2Y" = 6 2
5 1
T —
3X' +6Y = 0 3
ROZWIAZANIE
Na podstawie Twierdzenie 8.1 mamy
T 1
3X +2Y" = 6 3X +2YT =

S ot N W
A=
W o N W

T =
(BXT+6Y)T:( :1))) 3X 4 6YT =
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1 3
T _
3X +2Y" = 6 2
30
T _
6X +5Y" = 2 6

Po dodaniu stronami dostajemy
4 3 2 5
2X*(1 1):‘){*(4 4)
Na podstawie drugiego réwnania w uktadzie i wyznaczonej macierzy X znajdujemy
T 5 1\ 2 4 5 1\ (1 2 5 1\ (6 3
6Y*A‘X”L(o:s =5 4)los3)762)los) 6 5)

Stad

Przyklad 8.8 Niech z € C. Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi wzér:

1 22 n_ 1 22424 4. 422
0 22 “—\o 22
ROZWIAZANIE

Dowéd przeprowadzimy metoda indukeji matematycznej. Jezeli n = 2, to

1 22 2_ 1 22 (1 2N\ (1 242t
0 22 ) 0 22 0 22) o 2 ’

czyli w tym przypadku rownoscé jest spelniona.

Zatozmy, ze
1 22 n_ 1 22424+, 422
0 ZZ - 0 z2n

dla liczby naturalnej n. Wéwczas dla n + 1 uzyskujemy:

12\" 122 T 2 Ny (1 2442 (122
0 22 “\o 22 0 22 o\ o z2n 0 22 )"

1 224204 4222 1 22424 4., 4 204D
0 Z2n+2 = 0 Z2<n+1)

Na mocy zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze wzér jest spetniony dla kazdej liczby
naturalnej n.

Przyklad 8.9 Pokazad, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 spelniona jest zaleznosé:

( sinz  cosx )4”1 _ < —sin((4n — 1)z) —cos((4n — 1)z) )

—cosz sinz cos ((4n — 1)x) —sin((4n —1)x)

ROZWIAZANIE
Dowdéd przeprowadzamy w sposob indukeyjny. Jezeli n = 1, to

. 3 . . .
sinxz  cosx _ sinz  cosw sinz  cosx sinz  cosx \ _
—cosx sinz —cosx sinzx —cosx sinx —cosx sinx
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sin?z —cos?x  2sinzcosz ) ( sinw cosx)i

( —2coswsinz  sin’x — cos? z —cosz sinx
—cos2x  sin2x sinz  cosw \
—sin2x —cos2x —cosx sinx
—cos2zrsinx —cosxsin2r —cos2xcosT +sin2rsinx \ —sin3x —cos3x
—sin2xsinx + cos2x cosx —sin2zrcosr —cos2xrsinx ) cos3r —sindz

W tym przypadku uzyskujemy zadang rownosé.
Przyjmujemy, ze podana zalezno$¢ jest spetniona dla liczby naturalnej n > 1. Wtedy dla n + 1

mamy
. 4n+3 . an—1 . 4
sinx  cosx . sinx  cosx sinx  cosx (zal)
—cosr sinx —cosx sinx —cosx sinx

( —sin((4n — 1)z) —cos((4n —1)z) )( sinz  cosz )4:

cos ((4n — 1)z)  —sin ((4n — 1)) —cosz sinw
—sin((dn — 1)z) —cos((4n — 1)z sinz  cosz \° [ sinz cosw
( ((4n —1)z) ((4 1))),( )( )Z

cos((4n —1)x) —sin((4n —1)x) —cosz sinz —cosx sinz

( —sin ((4n — 1)z) —cos ((4n — 1)z) )( —sin3z —cos3x ) ( sinz  cosz ) _

cos ((4n —1)z) —sin((4n — 1)z) cos3x  —sin3x —cosz sinz

( —sin((4n — 1)z) —cos((4n —1)x) > .
cos((4n —1)x) —sin((4n — 1))

—sindzsinz +cos3rcosz —sin3drcosz —cos3rsinx |
cos 3z sin + sin 3z cos x cos3r cosx — sin3rsinx

cos((4n —1)xz) —sin((4n — 1)) sindr  cosdx

( —sin((4n +3)z) —cos((4n + 3)x) )
cos((4n+3)x) —sin((4n+3)x) )’

( —sin ((4n — 1)z) —cos ((4n — 1)z) >( cosdz  —sin 4z )

czego nalezalo dowiesé.

Definicja 8.4 Macierz kwadratowa A = (a;;j)nxn Dazywamy:

(1) gdrnotrdjkatng, gdy a;; = 0 dla i > j, tj.

aip Q2 a3 a4 ... Qin
0 ao2 A23 A24 ... Q2p
0 0 az3 az4 ... Q3p

0 0 0 0

aTLTL
(2) dolnotrdjkgtng, gdy a;; =0 dlai < j, tj.
a;; O 0 0 0
a1 a2 0 0 0
az1 asz2 aszz 0 ... O ;
an1 An2 ap3 Qap4 e Ann
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(3) diagonalng, gdy a;; = 0 dla i # j, tj.

ail 0 0 0 0
0 a922 0 0 0
0 0 ass 0 0 ;
0 0 0 0 ... anpn

(4) symetryczng, gdy a;; = aj;, czyli A = AT. Zatem:

ai; a2 a3 G4 ... Gip

a12 A22 Q23 G24 ... G2p
A= aiz @23 a3z AaA3z4 ... Qa3p .
b

A1n  A2n  A3n  Q4n -.o Qpn

5) antysymetryczng, gdy a;; = —aj;, czyli A = —AT. Zatem:
¢ J J

0 a2 a3 a4 ... Qip
—ai2 0 a3 a4 ... Q2p
A=| —ams —aszs 0 az4 ... azp |-
b
—Q1p —A2n, —Aa3n  —0Q4n cee 0

Definicja 8.5 Macierzq sprzezong do macierzy zespolonej A = (a;;j)mxn Nazywamy macierz

ax a2 ... Qin
as1 as2 e Aon
A= asy a3z ... G3p
an1 An?2 e Apyn

Definicja 8.6 Bedziemy moéwié, ze macierz zespolona A = (a;j)nxn jest hermitowska, gdy
A=AT.

Przyklad 8.10 Wyznaczy¢ wszystkie macierze gérnotrdjkatne stopnia 2, ktére spelniaja réw-

nanie macierzowe:
X4 _3x2 = ( 4 26 )

0 550
ROZWIAZANIE
Macierzy X bedziemy poszukiwaé¢ w postaci: X = ?): Z ) Dokonajmy podstawienia ¥ = X?2.

Woéwczas macierz Y tez jest macierza goérnotrojkatna, gdyz

yzxz:@g).(gg):(ﬁ xyyw) (8.1)

Przyjmijmy



Widzimy, ze a > 0 i ¢ > 0 i nasze rOwnanie przyjmuje postac¢

2 e (426
Y 3Y*(0 550 )

Ze wzgledu na (8.2) i powyzsze réwnanie prawda jest, ze

a®—3a ab+bc—3b\ (4 26
0 c? L0 550
7 rownoéci powyzych macierzy wynika, ze spelnione sa warunki:
a>—3a=4, ab+bc—3b=26, *—3c=>550.

Z pierwszego i trzeciego réwnania mamy a € {—1,4}, ¢ € {—22,25}. Skoroa > 0,c¢ > 0,to a = 4
i ¢ = 25. Teraz juz z drugiego réwnania wyznaczamy b = 1 i w konsekwencji

4 1
v=(o )

Powracajac do miejsca podstawienia (8.1) dostajemy:

2?2 axy+yz \ (4 1
0 P L0 25

Stad 22 = 4,22 = 25,2y + yz = 1, czyli

ne{ (3 (24) (o) (49}
Cl(FOE DD

Przyklad 8.11 Wyznaczy¢ wszystkie macierze zespolone diagonalne X stopnia n i o wyrazach
czysto urojonych, dla ktorych

Ostatecznie:

U=

n

100 0
020 ...0
xn.x [ 003 ... 0
000 n

ROZWIAZANIE
Zauwazmy, ze jesli X = (ai;j)nxn jest macierza diagonalna, to

at; 0 0o ... 0
0 ayp 0 ... O
X" — 0 0 ajy ... O
0 0 0 ... ap
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Wobec tego

lag1 > 0 0 0

0 |(122|2n 0 0

X" ,Y" — 0 0 |(133|2n . 0

0 0 0 |G |27
Nasze réwnanie przyjmuje postac:

laiq]?" 0 0 0 ™ 0 0 ... 0
0 laga | 0 0 0 2 0 ... 0
0 0 lags|®™ ... 0 — 0 0 3 ... 0
0 0 0 coe ann]® 0 0 0 ... n"

stad wnioskujemy, ze |agi|?" = k™, gdzie k € {1,...n}. Skoro ag jest liczba czysto urojona, to
ark = Yii, gdzie yp € R. Zatem |yg|>" = k7, skad yi, € {—Vk, Vk} i w konsekwencji
arr € {f\/%i, \/Ez} Poszukiwane macierze diagonalne X to macierze

ail 0 0 e 0

0 a2 0 e 0

0 0 ass 0 ,
0 0 0 ... apn

dla ktérych apy, € {—vki, Vki}. Tlogé takich macierzy wynosi 2".

Przyklad 8.12 Rozwigzaé réwnanie macierzowe: X2 + 5X + 61, = 0 w przestrzeni
U={al,: a € R}.

ROZWIAZANIE
Rozlozymy wyrazenie X2 +5X + 61, na czynnniki liniowe. W tym celu wyznaczamy pierwiastki
réwnania t? 4 5t + 6 = 0, ktére wynosza t; = —3, ty = —2. Wowczas:

X% 45X +6I,=0<= (X +3,)(X+2I,) =0<= X +3I, =0V X +2I, = 0.
Stad X = =31, lub X = 21,.

Przyklad 8.13 Podaé przyklad macierzy z przestrzeni Ma(R), ktére nie sa diagonalne, i spel-
niaja réwnanie X2 +5X + 61, = 0.

ROZWIAZANIE

. . . a b . L. . . .
Poszukujac macierzy X w postaci ( 0 ¢ ) , ktore spelniaja podane réwnanie macierzowe,

-3 b
X:( o _2)7 beR.

Czytelnik sprawdzi, ze takie macierze naleza do zbioru rozwiazan rozpatrywanego réwnania.

mozemy przyjac:

Przyktad 8.14 Uzasadnié¢ nastepujace rownoéci:

1.LA+B=A+DB; 2 ad=ad; 3 A=A
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