Spis tresci

Przedmowa
Oznaczenia

1 Badamy zbiory i relacje
1.1 Wykazujemy proste tozsamosci . . . . . . . ... ...
1.2 Znajdujemy zbiory na ptaszczyznie . . . . . . . .. ... ...
1.3 Znajdujemy kresy zbioréow liczbowych . . . . . .. ... ...
1.4 Sprawdzamy, czy R jest relacja réwnowaznosci, szukamy klas
abstrakcji i sporzadzamy wykres . . . . ... ... ... ...
1.5 Zadania do pracy wlasnej . . . . . .. .. ... L.

2 Badamy podstawowe wtlasnosci funkcji
2.1 Szukamy zbioru wartosci i poziomic . . . .. .. ... .. ..
2.2  Sprawdzamy, czy funkcja jest injekcja, surjekcja lub bijekcja,
oraz szukamy odwzorowan odwrotnych . . . . . .. ... ...
2.3 Znajdujemy obrazy i przeciwobrazy zbioréw . . . . . . . . ..
2.4 Zadania do pracy wiasnej . . .. ... ... ... ... ...

3 Definiujemy odleglo$¢é w zbiorach
3.1 Badamy, czy podana funkcja jest metryka . . . . . ... ...
3.2 Rysujemy kule i odcinek . . . .. ... ...
3.3 Zadania do pracy wlasnej . . . ... ... ...

4 Wykorzystujemy indukcje matematyczng
4.1 Dowodzimy podzielnosci liczb i wielomianéw . . . . . . . . .

11
11
21
26

30
37

39
39

45
52
56

58
58
62
69

70



4.2 Wykazujemy rownania i nieréwnoéci . . . . . . . ... ...
4.3 Dowodzimy kilku waznych wzoréw . . . . . .. .. ... ...
4.4 Zadania do pracy wlasnej . . . . .. .. ..o

5 Badamy zbiezno$¢ i szukamy granic ciggéw

5.1 Kilka typowych ,chwytéw” przydatnych przy obliczaniu granic

ClagOW . . . . e e
5.2  Wykorzystujemy rézne kryteria . . . . ... ... .o
5.3 Badamy ciag rekurencyjny . . . . . . ..o oL
54 Gdyciagoscyluje . . . . . ...
5.5 Dowodzimy rozbieznosci ciagu . . . . . . .. .. ...
5.6 Zadania do pracy wlasnej . . . . .. .. ..o

6 Zbiory otwarte, domkniete, zwarte
6.1 Badamy otwartos¢ i domknietos¢ . . . . .. ..o
6.2 Badamy zwarto$¢ . . . . ... ..o
6.3 Zadania do pracy wlasnej . . . ... .. ...

7 Znajdujemy granice funkcji
7.1 Kilka typowych ,chwytéw” stosowanych przy obliczaniu granic
funkcji . . . . ..
7.2 Stosujemy podstawienia . . . . . .. ... ...
7.3 Zadania do pracy wlasnej . . . . .. ... ... ... L.

8 Badamy ciaglo$¢ i jednostajna cigglo$é funkcji
8.1 Wykazujemy ciagloéé¢ funkcji metodami Heinego i Cauchy’ego
8.2 Badamy funkcje w punktach ,sklejenia” . . .. ... ... ..
8.3 Badamy, czy funkcja jest jednostajnie ciagta . . . . . . . . ..
8.4 Zadania do pracy wlasnej . . . . .. .. ... oL

9 Funkcje rézniczkowalne
9.1 Obliczamy pochodng funkcji z definicji . . . . . . ... .. ..
9.2 Badamy rézniczkowalnos¢ funkeji . . . . .. ..o
9.3 Zadania do pracy wlasnej . . . . .. .. .. .o

10 Rézniczkujemy funkcje
10.1 Znajdujemy pochodng funkcji odwrotnej . . . . . . . . .. ..
10.2 Rozwiazujemy kilka zlozonych probleméw . . . . . . ... ..
10.3 Zadania do pracy wlasnej . . . .. ... ...

135
135
142
145

146

146
153
159

161
161
166
177
182

184
184
187
192



11 Wykorzystujemy pochodng do badania niektorych wtasnosci

funkcji 203

11.1 Wykazujemy tozsamosci i nieréwnosci . . . . . . .. .. ... 203

11.2 Korzystamy z twierdzen Rolle’a i Lagrange’a . . . . . . . .. 210

11.3 Badamy krzywe na plaszczyznie — stycznosé, katy przeciecia 214

11.4 Obliczamy granice metoda de 'Hospitala . . . . . .. . ... 222

11.5 Zadania do pracy wlasnej . . . . ... .. .. ... 231

12 Wyizsze pochodne i wzér Taylora 233
12.1 Wykazujemy formuty na pochodne wyzszych rzedéw metoda

indukcji . . . . oL Lo 233

12.2 Rozwijamy funkcje . . . . . . ... ... oo 239

12.3 Wykorzystujemy wzér Taylora do obliczania granic funkcji . . 245

12.4 Zadania do pracy wlasnej . . . . ... .. ... 250

13 Szukamy ekstreméw i badamy przebieg funkcji 251
13.1 Znajdujemy najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji na da-

nym zbiorze . . . . .. ... 251

13.2 Badamy funkcjeod AdoZ . .. ... ... ... ... ..., 256

13.3 Zadania do pracy wlasnej . . . . ... ... 266

14 Badamy zbieznos$¢ szeregoéw 267

14.1 Stosujemy oszacowania . . . . . . . . . .. ... ... 267

14.2 Wykorzystujemy rézne kryteria . . . . . . ... ... 272

14.3 Rozwiazujemy kilka ciekawych probleméw . . . . . . .. . .. 286

14.4 Zadania do pracy wtasnej . . . .. .. .. ... oL 292

15 Obliczamy calki nieoznaczone 294

15.1 Catkujemy przez czedci i przez podstawienie . . . . . . . . .. 294

15.2 Stosujemy metode wzoréw rekurencyjnych . . . . .. ... . 307

15.3 Catkujemy funkcje wymierne . . . . . . . ... ... ... .. 313

15.4 Calkujemy funkcje wymierne od funkcji trygonometrycznych 318

15.5 Wykorzystujemy podstawienia Eulera . . . . . .. ... ... 322
15.6 Wykorzystujemy podstawienia hiperboliczne i trygonometrycz-

101 S 328

15.7 Zadania do pracy wlasnej . . . . ... ..o 332



16 Zbiezno$¢ ciagdéw i szeregéw funkcyjnych 334
16.1 Znajdujemy granice ciagu funkcji . . . . . .. ..o 334
16.2 Badamy zbiezno$¢ jednostajna ciggu funkeji . . . . . . .. .. 338
16.3 Badamy zbiezno$¢ jednostajna szeregu funkcji . . . . . . . .. 344
16.4 Znajdujemy sumy Szeregow . . . . . . . .. ..o oo L. 349

16.5 Zadania do pracy wlasnej . . . .. ... ... L. 355



Przedmowa

Niniejszy zbior zadan planowany jest jako pierwsza czeS¢ z serii trzech obej-
mujacych cato$¢ zagadnien z analizy matematycznej, z jakimi studenci nauk
Scistych spotykaja sie w ramach poczatkowych dwéch lub trzech semestrow
zaje¢. Powstal on na podstawie moich doswiadczen z okresu kilkunastu lat
prowadzenia zaje¢ dydaktycznych z tego nietatwego przedmiotu na Wydziale
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. Dla niektorych zadan inspiracje stano-
wity materialy dydaktyczne, jakimi od dawna postuguja sie pracownicy Ka-
tedry Metod Matematycznych Fizyki. W zamysle zbiér ten ma by¢ odmienny
od innych dostepnych na rynku i powinien stanowié¢ dla nich uzupelnienie.
Podstawowym jego zalozeniem jest, aby wszystkie zamieszczone problemy
(poza tymi, ktdre sa przeznaczone do pracy wlasnej) byly w pelni oraz szcze-
gblowo — nawet na kilku stronach — rozwiagzane, aby zadne zagadnienie nie
pozostato niewyjasnione, a zadne pytanie, jakie mogloby nasunaé sie Czy-
telnikowi podczas analizowania rozwiazania, nie pozostalo bez odpowiedzi.
Zdaje sobie sprawe, ze zamiar ten powiddl sie co najwyzej w czedci. Sprawi-
toby mi jednak duzg satysfakcje, gdyby student po uwaznym przesledzeniu
konkretnego zadania uznatl, ze rozumie dane zagadnienie w stopniu zblizonym
do tego, jaki wynidstby z ¢wiczen rachunkowych na uczelni. Z tego wzgledu
sporo miejsca zostalo w ksiazce poswiecone na drobiazgowe przedstawienie
kazdego rozumowania czy szczegdétowe — dla niektérych zapewne nawet zbyt
elementarne — przeksztalcenia wzordw.

Taki profil ksigzki pociaga jednak za soba pewne ograniczenia. Przede
wszystkim nie mozna w niej umieéci¢ zbyt wielu zadan, aby nadmiernie sie
nie rozrosta. Z tego samego powodu nie ma tez w niej miejsca na teoretyczne



wprowadzenia, jakie zwyczajowo znajduja sie na poczatku kazdego rozdziatu
typowego zbioru zadan. Zmuszony bytem przyjac¢, ze student zna teoretyczna
strone zagadnien ze swojego wyktadu badz dysponuje dobrym podrecznikiem
do analizy matematycznej, jakich jest wiele na rynku. Ze wzgledu na ogra-
niczone rozmiary tej ksiazki zamieszczanie teoretycznych podrozdziatéw mu-
sialoby skutkowaé ograniczeniami w tych jej cze$ciach, ktére, moim zdaniem,
sa w niej najwazniejsze i ktére stanowity gtéwny cel jej opracowania. Zatem
niektére definicje czy twierdzenia, i to tylko wtedy, gdy ich przypomnienie
jest naprawde niezbedne, wlaczone zostaty do rozwigzan konkretnych zadan,
w ktérych sa bezposrednio stosowane. Moja praktyka dydaktyczna wskazuje,
ze taki uktad jest przez studentéw chetniej akceptowany, gdyz, zamiast stu-
diowa¢ kilka stron teoretycznych i abstrakcyjnych rozwazan, otrzymuja na-
tychmiast zastosowanie danego twierdzenia czy definicji.

Z tym wiaze si¢ tez kwestia jezyka uzywanego w niniejszej ksiazce. Sta-
ralem sie go maksymalnie uproéci¢ i — w miejsce terminéw abstrakcyjnych
— uzywaé pojeé intuicyjnie jasnych (a nawet potocznych!), choé kto§ moze,
i stusznie, sformutowaé¢ zarzut, iz nie sa one wystarczajaco precyzyjne. Jed-
nakze celem moim bylo takie przedstawianie zagadnien, aby student bez wigk-
szego wysitku umial przetozyé trudne pojecia na konkrety, ktore sa o wiele
latwiej zrozumiale i przyswajalne. To takze obserwacja z wielu lat pracy
na uczelni. Zrozumienie tematu przez odbiorcéow zalezy w duzej mierze od do-
boru odpowiednio prostego jezyka, zwlaszcza na pierwszych latach studiéw.
Na podniesienie poziomu abstrakcji na pewno znajdzie sie czas w dalszym
toku ksztalcenia. Na poczatku studiéw dobrze jest uzmystowié¢ stuchaczom,
ze wiele nowych poje¢ czy twierdzen moze by¢ przez nich opanowanych juz
na gruncie dotychczasowej ich wiedzy i wyrobionej intuicji.

Liczac, ze niniejsza pozycja przyczyni sie cho¢ w niewielkim stopniu do lep-
szego zrozumienia (od strony praktycznej) niektérych zagadnief analizy, za-
checam jednoczednie do korzystania z innych zbioréow zadan, ktére dostarcza
materialu do wlasnej pracy, a ktérych ta ksiazka na pewno nie zastapi.

Na koniec chcialbym podkredlié, ze wszelkie uwagi, ktore pomoglyby
w ulepszeniu tego zbioru, w usunieciu zauwazonych bledéw, w rozszerze-
niu objasnien, ktére zdaniem Czytelnika okazaly sie jednak zbyt skape badz
niejasne, czy wlaczeniu do rozwiazan zagadnien pominietych, a wiazacych sie

bezposrednio z rozwazanymi problemami, beda dla mnie bardzo cenne!.

Tomasz Radozycki

'BE-mail: ksiazkimf@gmail.com



Oznaczenia

Ponizej zamieszczamy uzywane w zbiorze oznaczenia i konwencje, aby unik-
naé ich powtarzania w kazdym rozdziale, w ktérym beda one stosowane.

e Liczby caltkowite dodatnie (bez zera) oznaczamy symbolem N:
N={1,2,3,...},

i nazywaé¢ bedziemy ,naturalnymi”. Jesli zaleze¢ nam bedzie na wla-
czeniu zera do tego zbioru, to napiszemy po prostu NU {0}, a liczby te
nazwiemy ,naturalnymi z zerem”.

e 7Zbior liczb rzeczywistych dodatnich, wymiernych dodatnich czy catko-
witych dodatnich oznaczaé¢ bedziemy odpowiednio symbolami Ry, Q4
oraz Zy. Zachodzi naturalnie Z4 = N. Analogicznie symbole R_, Q_
i Z_ odnosi¢ sie beda do liczb ujemnych.

e Jesli w konkretnym zadaniu nie sa wprowadzone inne oznaczenia, to
symbolem X oznacza¢ bedziemy caly przestrzein.

o We wszystkich zadaniach, poza tymi zawartymi w rozdziale 3 oraz ostat-
nim z podrozdziatu 6.1, uzywamy jako domyslnej metryki euklidesowej
opartej na twierdzeniu Pitagorasa, ktora szczegélowo oméwiona jest
w zadaniu 1 podrozdziatu 3.1. W przypadku zbioru R redukuje sie¢ ona
do ,metryki naturalnej”, a wiec takiej, w ktorej odlegtoéé¢ dwdéch liczb
x iy dana jest wzorem d(z,y) = |z — y|.

e Przyjmujemy, ze kula jest otwarta. Przyktadowo kula o srodku w pew-
nym punkcie xg i promieniu r to zbiér punktéw x spetniajacych waru-
nek: d(xzg,x) < r. Jedli w jakim$ zadaniu potrzebna nam bedzie kula
domknieta, to napiszemy to w sposéb jawny.
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e Funkcja f jako odwzorowanie zbioru X w zbiér Y wymaga, formalnie

rzecz biorac, oprocz przepisu przyporzadkowania (np. wzoru na f(z))
podania takze samych zbioréow X i Y. Przyjmujemy zasade, ze jesli
w tekécie zadania nie sg one ustalone, to przez dziedzine funkcji rozu-
miemy maksymalnie obszerny zbidr, dla ktérego wzér funkcji ma sens.
7Z kontekstu omawianych zagadnien wynika zawsze, co rozumiemy przez
to sformutowanie. Przykladowo w podreczniku, w ktérym mowa jest
wylacznie o funkcjach rzeczywistych, na pewno nie bedziemy rozsze-
rzaé¢ dziedziny funkcji logarytm na plaszczyzne zespolona. Podobnie,
jesli nie jest podany zbiér Y, to domyslnie uwazaé¢ go bedziemy za toz-
samy ze zbiorem wartosci funkcji f.

Dziedzine funkcji oznaczaé¢ bedziemy na ogét symbolem D.

Poziomice (warstwy) funkcji f zdefiniowane jako zbiory

{xe D] f(x)=h},

gdzie h € Y, oznacza¢ bedziemy symbolem Dj. Réwnowaznie mozna
takze napisaé: Dy, = f~1({h}).
Przez pojecie ,funkcja rosnaca” rozumieé¢ bedziemy funkcje liczbowa
spelniajaca

V'MJQED T < T2 = f(xl) < f(xQ) .
Podobnie z ,funkcjg malejaca” bedziemy mie¢ do czynienia, gdy

Varmep 1 <x2 = f(z1) > f(z2) .
Jedli spelnione sa jedynie warunki f(x1) < f(z2) lub f(x1) > f(z2), to
bedziemy méwié¢ o ,funkcji niemalejacej” lub ,nierosngcej”.
Symbol log oznaczaé¢ bedzie logarytm naturalny: logx = log, x.
Symboli := lub =: uzywaé bedziemy wszedzie tam, gdzie dana réwnosé
ma charakter definicji badZz wprowadzenia nowego oznaczenia i pra-
gniemy to szczegélnie podkreslic.
Klasy réwnowaznosci (abstrakcji) elementu x w relacji R oznaczymy
symbolem [z].
Symbolu ~ uzywaé bedziemy jako skrétowego zapisu oznaczajacego

wzachowuje sie jak”. Jesli na przykltad napiszemy, ze dla bardzo duzych
x a(x) ~ b(x), to bedziemy przez to rozumied, iz

a(z) _
a00 b(z) L.



